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RESUMEN

El presente trabajo tiene como objetivo mostrar una experiencia aulica, realizada por alumnos
de 4° Afo de Nivel Medio en el Instituto Maria Auxiliadora y en la Escuela Cristiana Vida,
ambas de Neuquén Capital.

Su objetivo principal es el de “descubrir” el comportamiento de las funciones polinémicas de
grado 3 a traves del producto de funciones conocidas, es decir, a través del producto de una
funcién cuadratica y de una lineal o del producto de tres funciones lineales. Realizando
primero la actividad con lapiz y papel y luego incorporando el GeoGebra para verificar y
complementar lo obtenido.

Sabemos que lo alumnos deben enfrentarse a situaciones en las que pongan en juego sus
conocimientos previos, para que a partir del hacer, puedan en este caso en particular, con la
incorporacion del recurso tecnoldgico, determinar la validez o no de lo producido y las
relaciones que han ido estableciendo.

La utilizacion del software ayudd a los alumnos a “visualizar” el planteo de las actividades
sugeridas, y a generar datos, a realizar argumentaciones, para poder arribar al enunciado de
conjeturas, que pueden o no, haber sido obtenidas previo al desarrollo algebraico, para luego
poder completarlas.

INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como objetivo mostrar una experiencia aulica, realizada por alumnos
de 4° Afo de Nivel Medio (cuyas edades oscilan entre los 15-16 afios) del Instituto Maria
Auxiliadora (IMA) y de la Escuela Cristiana Vida, ambas de la Ciudad de Neuquén Capital.
Su objetivo principal es el de “descubrir” el comportamiento de las funciones polinémicas de
grado 3 a traves del producto de funciones conocidas, es decir, a través del producto de una
funcién cuadratica y de una lineal o del producto de tres funciones lineales.

Las situaciones propuestas fueron extraidas de una serie de actividades trabajadas en el Taller:
“Una introduccion al trabajo con polinomios y funciones polindmicas. Incorporacion del
GeoGebra al trabajo en el aula.”, en la IV Repem realizada en Santa Rosa (La Pampa) en
agosto de 2012 y en el Curso-Taller: “Resolucion de Problemas de Geometria que se
modelizan con funciones, usando GeoGebra” dictado en la Universidad Nacional de Rio
Negro.

El eje esta puesto en “descubrir” el comportamiento de las funciones polindmicas de grado 3
realizando primero la actividad con lapiz y papel y luego incorporando el GeoGebra para
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verificar y complementar lo analizado. Sabemos que los alumnos deben enfrentarse a
situaciones en las que pongan en juego sus conocimientos previos, para que a partir del hacer,
puedan en este caso en particular, con la incorporacion del recurso tecnologico, determinar la
validez o no de lo producido y las relaciones que han ido estableciendo.

La incorporacion del software de geometria dinamica en el aula “ayuda” a los alumnos a
visualizar tanto la imposibilidad de solucién como analizar multiples soluciones de un
problema, situacién que con lapiz y papel, en general, los alumnos no analizan, ya sea por una
cuestion de comodidad o por la “costumbre” de que la mayoria de los problemas tienen una
unica solucidn. La visualizacion y la exploracion que se genera al mover o dejar fija una
funcion polindmica determinada, hace que la justificacion y argumentacion ante determinada
respuesta tome mayor importancia y no sea una mera repeticion de un concepto teérico o la
aplicacion inmediata de un Teorema.

FUNDAMENTACION

Tradicionalmente, estamos acostumbrados a desarrollar funciones polinémicas, desde su
expresion polindmica, porque nos permite “reforzar” los casos de factoreo de un polinomio; o
bien, desde la representacién gréfica de una funcién polinémica de grado mayor a dos, donde
en un principio analizamos ceros o raices, ordenada al origen, conjunto de positividad y de
negatividad y a partir de diferentes graficos obtener conclusiones con respecto al orden de
multiplicidad de las raices de la funcion que estamos trabajando, para luego continuar con la
reconstruccion de la funcidn a partir de determinados datos dados.

Desde el momento en que se seleccionaron las 4 (cuatro) actividades para trabajar en un
entorno virtual tuvimos en cuenta dos ideas centrales que menciona Fioriti (2012) en el
prélogo de GeoGebra entra al aula de Matematica; el buscar problemas, en este caso en un
contexto intramatematico, en el que los alumnos hagan matemaética, es decir “...que la
produccion de conjeturas y de pruebas son tareas constitutivas de la actividad matematica y
que gran parte de la actividad matematica puede identificarse con la modelizacién, es decir
la construccion de modelos de lo que queremos estudiar para trabajar con ellos y producir e
interpretar resultados.” Y por otro lado, la importancia de la gestion de la clase al utilizar las
computadoras como recurso, ya que nuestra mayor experiencia del trabajo como docentes ha
sido organizando y seleccionando actividades para trabajar con lapiz y papel.

Para ayudarnos, en el articulo de Arcavi, Hadas (2003) se mencionan algunas caracteristicas
que deben tener los ambientes computarizados dinamicos. Nos dice, que se nutren de la
visualizacion, experimentacion, la sorpresa, la retroalimentacion y necesidad de pruebas y
demostraciones.’

Es por esto que las actividades seleccionadas nos parecieron ideales para trabajar la funcion
polindbmica tanto desde su expresion simbdlica como desde su representacion gréafica, ya que
los contenidos previos que necesitan los alumnos (valor numérico de una funcién, operatoria
de funciones, concepto de ordenada al origen y raiz, grafico aproximado) ya han sido
trabajados al estudiar funcién lineal y funcion cuadréatica. Por otro lado, también nos resulto
interesante generar la funcién polindmica desde el producto de dos o mas funciones, de
manera de fortalecer la forma factorizada de escritura de la misma, como asi tambiéen la
posibilidad de generar mas de una solucion como respuesta a las consignas planteadas, que
ayudaran a generar un espacio de discusion en la clase.

El uso del GeoGebra es fundamental para poder explorar y elaborar argumentos para anticipar
y validar conclusiones.

L \Ver observaciones.
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DESARROLLO
A los alumnos, de ambas instituciones, se les entregd una fotocopia con las actividades que
mostramos en el ANEXO.
Fueron trabajadas en 4 encuentros de 80 minutos cada uno, es decir durante dos semanas de
clase. Estas actividades arrojaron los siguientes resultados:
Actividad 1: Para la resolucion del inciso a) en el IMA tuvimos un inconveniente con las
fotocopias y es que la cuadricula en la representacion grafica no salid, lo que motivo a que los
alumnos buscaran la expresion analitica de las funciones (todos resolvieron de la misma
manera).
La respuesta general, fue “la funcion h es una cubica que viene del producto de una funcion
lineal y de una cuadratica.” Todos los alumnos hallaron la expresion polindmica de la funcion
cubica, siendo que la funcién cuadrética la hallaron en su expresion factorizada por los datos
que tenian, pero luego aplicaron propiedad distributiva para obtener su forma polindmica.
En ningiin momento se dieron cuenta que no era necesario la expresion analitica de h, porque
como se les pide el valor numérico con mirar el gréafico alcanza, ya que por ejemplo, h(1) =
f(1).9(1) =(-2).2=-4.
Sin embargo en la Escuela Vida se presentaron dificultades cuando tenian que buscar la
imagen de una de las raices de la parébola. Luego de que se plante6 la duda, comenzamos con
una puesta en comun, y una de las alumnas pudo determinar la imagen de h(-3).
Algunas conclusiones que fueron surgiendo:
e h(-3) =0, -3 es una de las raices de h porque es raiz de f.
¢ las raices de h son las mismas de las funciones que forman el producto.
¢ h(0) = -3 es la ordenada al origen, pero no necesariamente es la ordenada al origen de f
0 de g. En este caso coincide, pero si f(0) = -3 y g(0) = 2, h(0) = -6 y no coincide con
ninguna de las ordenadas al orden de las funciones que conforman el producto.
¢ h(6) es positivo porque las dos funciones son positivas.
e no se ve el valor numérico de h(-20), pero como una funcion “va para arriba” y la otra
“va para abajo”, es negativo (aunque la gran mayoria lo calculd con la expresion de
h).
Actividad 2: En ninguna de las escuelas fue una actividad que presentara dificultad. En el
IMA La primera parte ya estaba resuelta, aca nos detuvimos a “desarmar” la expresion de h.

hix) =

[

34+ x2—-25x—-3= (%x2+ %x—B) (x+1) = 5(x+3}(x—2](x+1} (1)

"
=

Mientras que en la Escuela Vida dejaron la funcién polinémica expresada en forma
factorizada.

No tienen dificultad para escribir las funciones en el GeoGebra (méas alla de la conclusién
anterior) siguen trabajando la expresion polinémica, y esto dificulta los incisos ¢) y d) ya que
la funcion h no esta generada por el producto de las funciones f y g.

Para el inciso b), la gran mayoria trabajé con las siguientes funciones lineales

flx)=x4+1 glx)=x4+3yr(x)=x-2 (2
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gx)=x+3

Al representarlas graficamente, coinciden
las raices pero el resto del dibujo no,
varia la altura de la cresta, es
exactamente el doble de funcion h, lo que
: nos ayuda a determinar que falta el
coeficiente principal y como debemos
reducir a la mitad la altura de la cresta

1 .. ..
a = =, ¢pero este coeficiente principal,

-
r

h(x)=1/2 (x+3) (x-2) (x+1) 2

afecta a todas las funciones lineales?
¢ Cuantas funciones lineales generan h?

No nos olvidemos que

h(x) =

B3| =

(x+3)(x—2)(x+1) (3

por los que existen tres posibles funciones lineales que serian:

Caso 1:
h) =(3x+2) (x=2) (x+1) (@)
i r(x)  flx)
Caso 2:
R =(x+3) (2x-1) (x+1) (5)
gix) T Fix)
Caso 3:
h) =@+3) (x-2) (2 +1) (9)

g(x) rix) T

El inciso c), un solo grupo, con solo leer la consigna ya se dio cuenta que la actividad no tiene
solucion porque como la funcidn cuadratica tiene 2 raices reales distinta y es la funcion que
debemos dejar fija, en ningln momento se iba a lograr que la funcién h atraviese el eje x una
sola vez.

En el inciso d) tuvimos que “recalcar” que la funcion h esta generada por el producto de las
funciones f y g, de lo contrario cuando “movamos” la parabola en la funcion ctbica no se
producira ninguna modificacion. Se analiza ademas que sucede cuando el vértice de la
parabola coincide con la raiz de la funcion lineal y se sistematiza, a través de un cuadro, la
cantidad de raices de la funcion cubica y el orden de multiplicidad de las mismas.

Actividad 3: como se trata de una actividad de reconstruccion de funciones a partir de datos
dados, no resulta, en principio, una actividad con dificultad. En el inciso b) se refuerza la idea
de que alguna de las raices dadas debe ser una raiz doble y como no tenemos mas datos
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existen dos posibles funciones con infinitas soluciones ya que el coeficiente principal de la
misma no lo podemos determinar. A diferencia del inciso d) donde se les dio una dato mas
que es un punto de la funcién. Mientras que, en el inciso e) por ejemplo, como el dato era
solamente que 7 era raiz, la gran mayoria de los alumnos considerd que era una raiz triple y
no la posibilidad de que fuera el producto de una funcion lineal cuya raiz sea 7 y el de una
cuadratica que no tenga raices reales.

Actividad 4: fue una actividad que costo bastante, ya que es una actividad que integra los
contenidos trabajados en las situaciones anteriores con los conocimientos previos que el
alumno debe tener a disposicion (concepto de raiz, Teorema del Resto, Regla de Ruffini,
division de polinomios, formula de Baskara).

Al momento de querer usar la regla de Ruffini los alumnos se encontraron con el obstaculo de
que el polinomio divisor era de la forma a x + b, por lo que para poder utilizar la Regla de
Ruffini era necesario transformarla en su expresion equivalente

a@+3 )

En el inciso ¢) no tuvieron problemas para hallar la expresion factorizada como producto de 3
funciones lineales, pero si les costo identificar cudles eran las 3 funciones lineales.

CONCLUSIONES

Luego de haber puesto en aula las situaciones seleccionadas, nos hemos dado cuenta de que
hemos fomentado tanto los desarrollos analiticos en afios anteriores, que a los alumnos les
cuesta “despegarse” de la formula, y en este caso en particular, como lo que se buscaba era
una funcién, para la gran mayoria, debia estar expresada en forma polinémica.

También hemos tenido que recalcar la lectura con detenimiento de las consignas ya que en la
actividad 2, por ejemplo, no interpretaban que la funcion h estd generada por el producto de
las funciones f y g y no por una expresion analitica que no les ayudaba a generar ninguna
conclusion.

No menor es la “ansiedad” que nos provoca que nuestros alumnos incorporen un software, en
este caso de Geometria Dindmica, como herramienta. El no poder tener el total “control de la
clase” hace que veamos, en muchos casos, como que la clase fue “desprolija”, que tal vez no
todos nuestros alumnos tuvieron los mismos tiempos para explorar y arribar a conclusiones,
pero no debemos “desesperar”, todos estamos aprendiendo a trabajar en entornos virtuales.
Seguimos apostando al desafio de seguir generando situaciones para incorporar las
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (TIC’s) en la ensefianza de la matematica.

OBSERVACIONES
Arcavi, Hadas. 2003. El computador como medio de aprendizaje: ejemplo de un enfoque, 25-
45,
e Lavisualizacion.
...la visualizacion ‘“no solo organiza los datos disponibles en estructuras
significativas, sino que también es un factor importante que orienta el desarrollo
analitico de una solucion.”
e Experimentacion.
...el desemperio con los ambientes dinamicos permite a los estudiantes aprender a
experimentar, y “a apreciar la facilidad de obtener muchos ejemplos..., para buscar
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casos extremos, ejemplos adversos y de caracter no estereotipados...”(Yerushalmy,
1993, pég. 82)

La informacion obtenida de esta manera puede ser un paso hacia la enunciacion de
generalizaciones y conjeturas que a su vez deben servir como base para la siguiente
caracteristica importante a considerar.

La sorpresa.

Las actividades curriculares, tales como las situaciones problema, deben ser
disefiadas de tal manera que los tipos de preguntas que a los estudiantes le sean
requeridas puedan jugar papeles significativos en la profundidad e intensidad de un
aprendizaje experimental. El reto es encontrar situaciones en las cuales el resultado
de la actividad sea inesperado o contra-intuitivo, de tal forma que la sorpresa (o el
desconcierto) generado cree una clara diferencia con las predicciones explicitamente
enunciadas. Este puede ser el detonador para nutrir la propia necesidad de los
estudiantes para re-analizar su conocimiento y predicciones, estableciendo las
oportunidades para un aprendizaje significativo.

La retroalimentacion.

Las sorpresas originan una desigualdad entre una expectativa explicita de una cierta
accion y del resultado de esa accion. La retroalimentacion es proporcionada por el
ambiente mismo, el cual reacciona a medida que es requerido. Tal retroalimentacion
directa es potencialmente mas efectiva que el proporcionado por un profesor, no
solamente porque es un afirmacion emotiva (carencias de juicio de valor), sino
también porque puede involucrar motivacion para volver a verificar, revisar la
prediccion y puede motivar la necesidad de una demostracion.

Necesidad de pruebas y Demostraciones.

El disefio de tareas exitosas debe tener en cuenta también algo més. El ciclo de
experimentacion-retroalimentacion-reflexién debe suministrar las semillas de la
argumentacion que ayude a explicar y a demostrar una declaracién. De esta manera
el ambiente dinamico apoya realmente a “cerrar el ciclo”.
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ANEXO

Actividad 1 (para realizar con lapiz y papel): A continuacién se dan los graficos de f(x) y de
g(x). Sea

h(x) = f(x).g(x)

a) Calcular:
h(1) = h(0) = h(-3) =
h(-2) = h(3) = h(-4) =

b) Decidir si h(x) es positiva, negativa
0 cero en cada caso:
h(6) h(1, 5) h(-4)
h(0) h(-2, 5) h(-20)
c) Indicar ceros, el conjunto de
positividad y el de negatividad.
d) Graficar aproximadamente h(x).

Actividad 2 (para realizar con GeoGebra):

a) Graficar la recta y la parabola del problema anterior buscando las férmulas de ambas y
graficar la funcion producto h(x).

b) En un nuevo archivo volver a graficar h(x). ¢Pueden expresar h como producto de 3 rectas?
En caso de ser posible, escriban la formula de las tres rectas que encontraron y grafiquen la
funcién producto en la misma ventana para ver si se superpone con el gréafico de h. En caso de
no ser posible justifiquen por qué. Guardar este archivo.

c) Abran el archivo que guardaron en a). Dejen fija la pardbola y muevan la recta
paralelamente a ella misma de tal manera de lograr que el producto h atraviese el eje x una
sola vez. Guardar este archivo sin modificar el archivo a).

d) Abran el archivo que guardaron en a). Dejen fija la recta y muevan la parabola para lograr
que el producto h tenga un cero simple y otro doble. Guardar este archivo sin modificar el
archivo a).

Actividad 3: En cada caso, hallen si existe, la formula de una funcién cubica h que verifique
lo pedido. Si les parece que no hay expliquen por qué:

a) Las raices son -5, -2 y 4 y h toma valores negativos para x mayores que 4.

b) Las raices son -3, 2 y 8 y el gréfico de h corta al eje de las “y” en 12.

C) Las raices son solamente 2y 7.

d) Las raices sean solamente 0, -1 y h(1) = 10.

e) que tenga un solo cero y esté en x = 7.

) que tenga un cero doble en x = -5.

g) que no tenga ceros.

La funcion que encontraron en cada caso, ¢es la tnica que cumple esas condiciones? Si creen
que si, justifiquen, y si creen que no, hallen al menos tres formulas diferentes.
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Actividad 4: La funcién
h(x)=4x*— 6x*— 22x+12
es el producto de dos funciones f(x)y g(x).
a) ¢Puede ser que g(x)= 2 x - 1? Si les parece que si encuentren f. Si les parece que no,

justifiquen.
b) ¢Y si fuera g(x) = x -1?
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