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RESUMEN

La propuesta se desarrolla en la Préactica Educativa Ill, asignatura del Profesorado en
Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UNLPam. Alli se focaliza en
la recuperacion de conceptualizaciones de diferentes campos de saber de la formacion para
revisarlas de miras a la elaboracion de nuevas aproximaciones y relaciones con el saber cémo
objeto de ensefianza y en el desarrollo de experiencias de investigacion educativa que
fortalezcan procesos reflexivos, que aporten a la elaboracién de conocimiento profesional del
profesor. Focalizamos en la situacion de las pirdmides, transformada en un problema a partir
de conflictuar su disefio y su resolucion. Una metodologia de trabajo que permitié que se
analizara la reduccion a piramides de menor cantidad de celdas en la base como estrategia de
intervencion ante problemas complejos, la utilizacién de cifras que colaboren con la
explicitacion de alguna regularidad, el ensayo con cantidades ubicadas en lugares estratégicos,
la optimizacion del valor de la clspide, la recurrencia a saberes conocidos como el Triangulo
de Pascal, la transferencia de casos, la busqueda con otras operaciones, la apelacion a
diferentes campos numeéricos, la exploracion de posibilidades de soluciones Unicas, la
articulacién con la combinatoria o las probabilidades. Ratificamos la importancia de buscar
oportunidades de establecer nuevas vinculaciones con los saberes disciplinares y didacticos,
como modo de contribucidn a la construccion de conocimiento profesional del profesor y al
desarrollo de buenas practicas, aquellas de un docente que puede establecer qué quiere que los
estudiantes aprendan y como.

LA PROPUESTA

La propuesta se desarrolla en el marco de la cursada de la Practica Educativa 11, una de las
asignaturas del Campo de las Précticas del plan de estudios del Profesorado en Matematica de
la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UNLPam, espacio destinado al aprendizaje
y desarrollo sistematico de las posibilidades para la actuacién docente en las aulas y en los
distintos &mbitos de desempefio profesional.

Se focaliza en las situaciones y problematicas en relacién con las Practicas Profesionales
Docentes - PPD — que se realizan como parte del trabajo en esta asignatura, con la que se
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culmina el recorrido de todo el campo de las practicas de la carrera. Se promueve una
formacion docente como préctica social, que se aprende con otros, en una cultura de
colaboracion, asi como se intenta favorecer una ensefianza desde una perspectiva
epistemoldgica y ética, la articulacion del saber (al interior de las asignaturas, con otras
asignaturas y con la escuela), y la posibilidad de pensar al plan de estudios como susceptible
de ser llevado a la préctica.

Se parte de considerar los saberes de la disciplina y de la didactica de las matematicas como
campos de conocimientos medulares de la formacion de profesorado.

De los nucleos que se priorizan adquieren particular sentido en esta presentacion aquellos que
promueven que los estudiantes de Profesorado de Matematica puedan:

.Recuperar conceptualizaciones de los diferentes campos de saber de la formacién de
profesorado, para revisarlas de miras a la elaboracion de nuevas aproximaciones y relaciones
con el saber cdmo objeto de ensefianza.

.Desarrollar experiencias de investigacion educativa que aporten a la elaboracion de
conocimiento profesional del profesor.

.Y analizar situaciones emergentes en la implementacion de experiencias de residencia u otras
PPD fortaleciendo procesos reflexivos que nutran el conocimiento profesional del
profesorado.

Font y Godino (2011), enmarcados en el Enfoque Ontosemi6tico, identifican tematicas
relacionadas a la formacion profesional entre las cuales citan: estrategias para desafiar y
cambiar la practica de la ensefianza, disefio de la evaluacién, aprendizaje para promover
comprensidn, valores de profesores y formadores y su influencia en las decisiones, regulacion
de la entrada a la profesion, papel de la matematica en la formacion, integracion teoria
préctica y tendencias y tareas en el desarrollo profesional. Godino y Neto (2013) explican, en
el mismo marco del enfoque ontosemiotico (Godino, 2012; Font, Planas, Godino, 2010) que
denominan idoneidad didactica a los criterios que describen buenas practicas en esta
concepciéon. En Font y Godino (2011) tales criterios de idoneidad se sintetizan como:
Idoneidad epistémica, requiere que las matematicas ensefladas sean unas ‘buenas
matematicas’; idoneidad cognitiva, grado en que los aprendizajes pretendidos/implementados
estan en la zona de desarrollo potencial de los alumnos asi como la proximidad de los
aprendizajes logrados a los pretendidos/implementados; idoneidad interaccional, grado en que
los modos de interaccion permiten identificar y resolver conflictos de significado y favorecen
la autonomia en el aprendizaje; idoneidad mediacional, grado de disponibilidad y adecuacion
de los recursos materiales y temporales necesarios para el desarrollo del proceso de
ensefanza-aprendizaje; idoneidad afectiva, grado de implicacion (interés, motivacion) del
alumnado en el proceso de estudio e idoneidad ecoldgica, grado de adaptacion del proceso de
estudio al proyecto educativo del centro, las directrices curriculares, las condiciones del
entorno social, entre otros. El desarrollo de la Préctica Educativa Il se convierte asi, en el
espacio privilegiado de reflexion y elaboracion de conocimiento profesional del profesorado.
Expresa Nuria Planas que “uno de los requisitos para que una practica de ensehanza pueda
considerarse buena practica es que, junto con los objetivos sobre la ensefianza, se plantee en
funcién de los objetivos de aprendizaje” (2011: 65). Todo programa de formacion de
profesorado  deberia incluir referencias explicitas a la distincion entre ensefianza y
aprendizaje. Recuperamos la importancia de que se lo haga vinculandose con el conocimiento
de manera reflexiva, protagonizando las construcciones, rompiendo con el esquema que
sostiene un discurso de formacion de alumnos criticos mientras se llevan adelante practicas de
repeticion y aprendizajes mecanicistas. CoOmo interrumpir esas practicas.

Agrega la autora que afirmar que el profesorado sepa distinguir entre lo que supone ensefianza
y lo que supone aprendizaje, continta siendo demasiado tedrico y dificil de imaginar en la
practica. Propone unos criterios -significatividad, reflexividad, interdisciplinariedad e
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inclusidn-, unos recursos — contexto real, conversacion, ciencias y diversidad- y unos métodos
— trabajo por proyectos, guion de preguntas, experimentacion y estudio de casos — como
elementos de ayuda en la implementacion y el analisis para unas buenas practicas.

De esta manera, posicionados en una formacion para la comprension, para la intervencion y
para la reflexion, las posibilidades nos orientan siempre a generar en el profesorado nuevas
oportunidades de experimentar otras formas de ensefiar y aprender.

La experiencia de este relato. Fue presentada en la catedra una situacion, en principio sin
trascendencia ni complejidades, como la de resolver unas pirdmides numéricas de las que
aparecen en las revistas de Juegos y Pasatiempos o en la seccion de entretenimientos de los
periodicos. Las transcribimos:
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Los estudiantes fueron invitados a resolverlas a partir de las reglas extraidas de la revista
(‘Completa la piramide colocando un nimero de una o mas cifras en cada casilla, de modo tal
que cada casilla contenga la suma de los dos numeros de las casillas inferiores. Como ayuda,
van algunos ya indicados.”) y luego a reflexionar en base a algunos planteos iniciales como:
¢Qué preguntas creés que le podria generar a un lector de revistas de juegos de
entretenimientos, si tuviera que buscar buenas estrategias de resolucion? O: consideremos los
nameros de la base de cualquier piramide, ¢da lo mismo ponerlos en cualquier orden?; ;La
conmutatividad de la suma te daria argumentos para responder?; si no da lo mismo, ¢cémo se
podria maximizar el nimero del rectangulo superior de la pirdmide? Por ultimo se les
solicitaba escribir tres regularidades que seria bueno tenerlas en cuenta en caso de
desempefiarse como disefiador de pirdmides.

Comenzo6 a configurarse como:

e una situacion extremadamente sencilla, entendible en sus reglas, no amenazante.

e desde un escenario accesible, que invitaba a resolverla rapidamente.

e en una tarea en la cual no habia nada que ocultar, no teniamos casi referencias
bibliogréaficas, pediamos que se consultara a cualquier persona, profesor, elaborador de
piramides de las editoriales.

e un trabajo colaborativo —unos estudiantes aportando a otros-, a medida que cada quien
desarrollaba su tarea la subia a un sitio en internet compartido por el grupo.

e un problema abierto, fecundo, fértil —.como suele denominarselo -, desde la matematica
y desde las posibilidades didacticas.

e un problema frondoso, que -aunque no lo parecia inicialmente- permitia que todos
trabajaran en un proyecto personal dedicado a un aspecto de su resolucion.

e una problematica que demandaba procesos propios de la disciplina como los de
busqueda de regularidades.

Como grupo de estudiantes universitarios el proceso incluyd desde expresar qué facil era
resolver esas piramides a sorprenderse ante las primeras regularidades que nos ponian en
relacion con el triangulo de Tartaglia, por ejemplo, mas aun ante la posibilidad de que todos
trabajaran en proyectos diferentes, hasta llegar a formular la complejidad de la sistematizacién
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de algunas regularidades. Complejo porqué. ‘Por no estamos acostumbrados a este tipo de
tareas’ fue la respuesta generalizada.
Algunos desarrollos de los estudiantes permiten describir recorridos.

Relacion entre las casillas de la base, la “cuspide/cima” de la piramide y los coeficientes
del Triangulo de Tartaglia.

Algunos estudiantes comenzaron a analizar una pirdmide de n=3 casillas de base, donde una
casilla resulta ser la suma de las dos casillas inferiores.

a+2b+c

a+b| bic

a b C

Piramide de 3 casillas de base

Y asi con las pirdmides de base 5, 6, 7 0 mas casilleros en la base, de donde se fueron
obteniendo los coeficientes son los del triangulo de Pascal.

Cantidad de celdas en la base Cima
3 a+2b+c
4 a+3b+3c+d
5 a+4b+6c+4d+e
6 a+5b+10c+10d+5e+f
7 a+6b+15c+20d+15e+6f+g
8 a+7b+21c+35d+35e+21f+7g+h

Piramides con numeros consecutivos en los casilleros de la base para explicitar
relaciones

Otra estudiante, de miras a explicitar propiedades, comenzé a analizar qué sucede cuando las
bases son nimeros consecutivos, qué modificaciones genera en el célculo de la cima de la
piramide. Luego, en vez de ir completando la base con nimeros que van de uno en uno, se
propuso analizar qué sucede cuando ponemos nimeros de dos en dos, de tres en tres, etc, para
piramides de diferente cantidad de casillas en la base. Entonces tenemos por ejemplo:

8a+12
4a+4 da+h | 4a+8
2a+l | 2a+3 2a+1 | 2a+3 | 2a+5
a a+l a+2 a a+1 a+2 a+3
Piramide con n=3 casillas de base Piramide con n=4 casillas de base

16a+32

8a+12 8a+20

4 a+4 43 +8 4a+12

2a+1 2 a+3 2a+5 2a+7

a a+1l a+2 a+3 a+4

Piramide con n=5 casillas de base.
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e Si el nimero de casillas de la base es n=3: “sumo el primer nimero de la base mas el
ultimo nimero de la base, y a esto lo multiplico por 2 da el nimero de la cima.”

e Si el namero de casillas de la base es n=4: “sumo el primer nimero de la base mas el
ultimo nimero de la base, y a esto lo multiplico por 4 da el nimero de la cima.”

e Si el numero de casillas de la base es n=5: “sumo el primer niumero de la base mas el
ultimo namero de la base, y a esto lo multiplico por 8 da el nimero de la cima.”

Si una pirdmide tiene n casillas de base y a es el primer elemento de la base de la piramide
tenemos que(2a +n—1).2""2 es el valor de la cima de una pirdamide con n valores
consecutivos y ordenados en la base, siendo 'a’ el primer valor de la base.

Una de las consecuencias radica en que, si se conoce el valor numérico de cualquiera de las
celdas de la piramide, ya se puede resolver y tiene solucion unica.

Piramides en las que los nimeros de los casilleros de la base son idénticos

Otro camino consistié en analizar qué sucederia si los nimeros de los casilleros de la base
fueran idénticos y una regularidad interesante permite llegar a la siguiente expresion de la
cima.

e

(Z Zi.a) +a=2"1g
i)

1)

Expresiones anéalogas de la misma regularidad se pueden observar en otras sub piramides,
como la que se muestra en el esquema (*), en el que (@ + 2a + 4a) + a = 8a

| 1lea
8a 8a
| 4da 4a da
2a | 2a J2a] 2a
a a a a_ a
esquema(*)

Al igual que en el caso anterior, sabiendo que todos los elementos de la base son idénticos,
solo basta con proporcionar el valor de cualquier casilla de la pirdmide, para poder resolver la
misma.

Pirdmides que en sus casilleros tienen numeros que pertenecen al conjunto de los
nameros racionales.

Para comenzar a investigar alguna regularidad se cre6 la siguiente piramide donde una casilla
resulta de la suma de las dos inferiores:
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19 259 47
15 12 12

=
I
I
u]
I

Piramide con nimeros racionales

Se observa que, si tomamos los numeros de la base y lo multiplicamos por los valores que

encontramos en la 8° posicion del Tridngulo de Pascal y los sumamos nos da el numero de la
. N 1 T=2 213 356 35=1 217 T=5 B 65581

cima de nuestra pirdmide:= + — + + + =

3 5 4 10 & & 3 &D

Entonces, a partir de los campos numeéricos, sus operaciones y propiedades, ratificamos que la
relacion entre las casillas de la base y la cuspide, cuando sumamos, es independiente del
campo numérico en el que se define nuestra piramide.

Pirdmides con otras operaciones: el caso de la diferencia de niUmeros reales.
Al trabajar en la exploracién de las piramides cuando la operacion es de sustraccion. Se llega
a que la cuspide de una pirdmide de n filas se calcularia asi:

iy

Z{vaior de la casilla i). (T) (=1)*t
(2)

Nuevamente aparecen los coeficientes del Triangulo de Tartaglia, al relacionar las casillas de
la base con la cuspide de la piramide, completando esta relacion con el factor que determina el
signo de cada término.

Pirdmides con multiplicaciones.

¢ Qué regularidades aparecen en las pirdmides numéricas cuando cambiamos de operacion, en
vez de usar la suma, utilizamos la multiplicacion? ¢ Existe alguna relacion entre los elementos
de la base, el valor de la ‘cuspide' y los coeficientes del Tridngulo de Pascal, al igual que para
la suma?

Al generalizar las piramides se puede observar que, al igual que para la suma, aparecen los
coeficientes del triangulo de Pascal pero esta vez en forma de exponentes. Veamos unos
ejemplos:

Valor de la cispide en funcién de
las casillas de la base
8 C A=D E2F!
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i)

Valor de la cispide en funcién de
B C las casillas de la base
A=K!L% M° N* O

I\._F
P

Acerca de la minima cantidad de datos y su distribucion, como restricciones para que
las pirdmides tengan soluciones Unicas.

Del analisis de una piramide de n=2 casillas de base, se concluye que se deben conocer 2
datos para que la solucion sea Unica. Ademas para obtener una solucion Unica, se tienen que
ubicar dos datos en tres casillas, por lo cual al menos un valor si o si debe estar en la base.
¢Qué sucede con una pirdmide de n=3 casillas de base? Se puede considerar una sub-
piramide de n=2 casillas de base. Por el analisis anterior, sabemos que con dos datos tiene
solucidn es Unica, teniendo en cuenta las restricciones que se aclararon. Por lo tanto bastara
con conocer uno de los valores que no quedaron considerados en la subpiramide para que la
solucién de la piramide sea Unica. En el caso en que no se tenga ninguno de los valores de
esas casillas, existirdA mas de una solucién. Ademas al considerar una sub-piramide de dos
filas, por el andlisis anterior, la base de la piramide debe tener al menos un dato.

El mismo argumento se utiliza para pirdmides de n>3 casillas de base.

Entonces, en una pirdmide de n casillas de base, se deben proporcionar n datos, cuya
distribucion debe seguir las siguientes reglas: al menos un valor en la base; los datos que
queden no deben formar una sub-piramide.

Al momento de analizar la distribucion de los valores que se deben proporcionar, una
sospecha: 'Si en un renglon no se aporta informacidn, el siguiente debe tener al menos un
dato'. Para la cual bast6 un contraejemplo para descartarla. Ya que si sélo se aportan como
dato todos los valores de la base, la piramide puede resolverse.

Siguiendo este analisis, en el aula se pueden trabajar sobre varios temas:
NUmeros triangulares y la suma de los primeros n naturales, ya que la cantidad total de
casillas de una piramide de n celdas de base es:

ni+n

; (3)

r

Y la cantidad de casillas que se deben 'borrar:

n*—n

(4)

[ o]

.Poner a la par las pirdamides a resolver y el Triangulo de Tartaglia, ya que este Gltimo nos
aporta informacion interesante, en particular la diagonal de los nimeros triangulares.

El analisis en cuanto a la solucion Unica y la cantidad de datos es el mismo, es independiente
del campo numérico y de la operacion binaria que relaciona una casilla con las dos casillas
inferiores.
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Posibilidades de transferencia.

Generalizar una de las regularidades que se venian construyendo permitié pensar en otros
contextos de utilizacion. Concretamente para que una pirdmide tenga solucion Unica, cada una
de las subpirdmides (piramides de orden menor), tiene que tener solucion Unica, ya sea a partir
de los datos originales o porque se pueden calcular el resto a partir de los mismos. Esto tiene
implicaciones sobre la distribucion de los datos. Una de las consecuencias es la que se
expresaria: en la piramide de orden n tiene que existir un dato como minimo en cada una de
las posibles bases, considerando las tres posibles si se rotara. idem siguiendo el proceso para
cada orden menor (n-1, n-2,....).

Esta construccion promovié la reflexion acerca de otras situaciones a ser trabajadas como
problemas abiertos para desarrollar en aulas propuestas por proyectos. Nos referimos a juegos
como el buscaminas, la batalla naval, entre otros, con otras estructuras de disefio con
posibilidades abiertas.

Las piramides también nos vinculan con el mundo de las probabilidades.

Como las relaciones que se cumplen en el triangulo de Pascal ayudan a analizar regularidades,
una alternativa es pensar en los nimeros de las pirdmides a partir de los coeficientes del
triangulo escritos como nimeros combinatorios y como referentes de las combinaciones
posibles de establecer en un conjunto de n datos tomados de a m. Para pensar en las
posibilidades y en las probabilidades.

A MODO DE REFLEXIONES FINALES

La situacion de la piramide permitié que se analizara la reduccién a pirdmides de menor
cantidad de ladrillos en la base como estrategia de intervencion ante problemas complejos, la
utilizacion de cifras que colaboren con la explicitacion de alguna regularidad, el ensayo con
cantidades ubicadas en lugares estratégicos, la optimizacion del valor de la culspide, la
recurrencia a saberes conocidos con los cuales se pueden establecer analogias para el nuevo
analisis como el Tridngulo de Pascal, la transferencia de casos, la bldsqueda con otras
operaciones numeéricas, la apelacion a diferentes campos numéricos —naturales, enteros,
racionales -, la exploracién de posibilidades de soluciones Unicas, la articulacién con la
combinatoria o las probabilidades. Es decir, permitié diferentes vinculaciones con los saberes
disciplinares y didacticos, desde un lugar que contribuye a la construccién del conocimiento
profesional docente.

Para ello también, en el marco de la Teoria de Situaciones Didacticas (Brusseau, 2007), las
nociones de variable didactica y de intervenciones docentes, (Sadovsky, 2005, 2008) tanto
como la de medio como herramienta para analizar decisiones (Fregona, 2011) y las
conceptualizaciones acerca de las praxeologias didacticas (Gascon y Bosh, 2001, 2009) de la
Teoria Antropologica de lo Didactico nos significan fecundos analizadores de préacticas en
esta experiencia y nos permiten profundizar el estudio de las practicas docentes en tanto
dispositivos de conocimiento, de comprension y de intervencion.

Nos seguimos planteando cémo se construye un equipamiento praxeoldgico de profesor,
como superar aquellas practicas descriptas como teoricistas o tecnicistas en el analisis de las
epistemologias implicitas en las practicas de profesorado de Gascén (2001).

Los estudiantes expresan que experiencias como éstas no han resultado las mas habituales en
su formacion previa, ni escolar, ni académica. Sin embargo también mucha expresion —quizas
solo presente en odrdenes discursivos — apela al trabajo por proyectos para atender la
diversidad, a las exploraciones personales que estimulen el desarrollo autobnomo de los
estudiantes y a la criticidad. Estamos convencidos que no se forma en la autonomia siempre
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en vinculo con tareas de repeticion y de dependencia de construcciones sélo autorizadas
externamente, ni se forma criticidad sin enfrentarse al conflicto como tampoco se trabaja por
la inclusién si no se generan oportunidades de proyectos en los cuales quepa lo personal y se
tensione desde lo grupal. Insistimos en que los programas de formacion deberian contribuir
con la reflexion tedrica sobre las practicas identificados por el doble interés en investigar e
introducir précticas de mejora y transformacion, ya que las consideraciones tedricas no dan
cuenta por si solas cdmo mejorar la ensefianza y el aprendizaje. Significatividad, reflexividad,
interdisciplinariedad e inclusion; una alternativa de ayuda para pensar en buenas practicas de
educacion matematica.
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