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RESUMEN

En este trabajo se propone un problema proveniente de situaciones de la vida real que los
estudiantes pueden resolver utilizando las TIC. Se presenta un algoritmo para resolver, en
forma aproximada, un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Este algoritmo
estd basado en el método de Kaczmarz, el cual proporciona una solucién aproximada de un
sistema de ecuaciones lineales compatible determinado.

INTRODUCCION

El desarrollo de la tecnologia en el campo de la informéatica a mediados del siglo pasado y la
aparicion de computadoras cada vez mas potentes han influido notablemente en la
investigacion en diferentes areas. Ademas, desde que las nuevas tecnologias forman parte de
nuestra vida cotidiana, las metodologias docentes han comenzado a cambiar de manera
paulatina. El uso de las TIC se ha tornado necesario en el aprendizaje de los estudiantes tanto
de nivel universitario como de los demas niveles educativos, no s6lo para la blasqueda de
informacion sino también para la realizacion de trabajos.

Con la intencion de utilizar este recurso para impartir las clases de manera mas amena, el
profesor tiene la posibilidad de elaborar material para que el estudiante lo utilice como objeto
de aprendizaje.

Para la resolucion de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, en el nivel
medio se estudian generalmente el método de sustitucién y el método de igualacion, entre
otros. En el nivel universitario por lo general los sistemas lineales se resuelven mediante el
método de eliminacién de Gauss, la factorizacion LU, etc. (Meyer, 2000).

En este trabajo se muestra un método para resolver un sistema de ecuaciones lineales desde
un punto de vista geométrico. Como es un método iterativo, de manera natural apareceran los
conceptos de limite, convergencia, error, solucion aproximada, asi como aspectos geométricos
relativos a la gréfica de rectas, proyecciones, etc. No se desarrollan formalmente todos estos
conceptos, pero es posible hablar de ellos de manera intuitiva para familiarizar a los
estudiantes con temas que posiblemente encontraran en sus estudios futuros. Si bien no se
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trata de realizar un desarrollo teérico con las demostraciones pertinentes en su forma mas
general, las ideas intuitivas con que se tratara el tema seguramente resultaran formativas tanto
para estudiantes de nivel medio como para estudiantes de nivel superior.

En el nivel medio, se pueden mencionar los resultados que avalan o garantizan la validez del
procedimiento, sin necesidad de demostrar formalmente los mismos. En el nivel superior, por
ejemplo si el tema se aborda en alguna asignatura relacionada al Algebra Lineal (Burgos,
2006) o al Algebra Lineal Numérica (Noble y Daniel 1989), el método se puede desarrollar
completamente introduciendo cada ecuacion como un hiperplano y su solucién como la
interseccion de los mismos, analizando ademas la demostracién de la convergencia del
método (Meyer, 2000).

Con el proposito de motivar a los estudiantes, primero se plantea un problema de trafico
vehicular en un sector céntrico de una ciudad que en horas pico suele presentar congestion de
transito. Este problema se puede representar a través de un sistema de ecuaciones lineales.
Para resolverlo se propone un método iterativo basado en una representacion geomeétrica,
muy intuitivo en el caso de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, cuya
convergencia esta demostrada para sistemas compatibles determinados de cualquier tamafio.

PLANTEO DEL PROBLEMA

La Figura 1 representa un plano de un sector céntrico de una ciudad. Hay estadisticas
realizadas que permiten conocer el niumero promedio de vehiculos que circulan por hora en
ciertos tramos de algunas calles. Estos valores se muestran en el plano y las flechas
representan la Unica direccion de circulacion permitida en cada calle. Como en los puntos de
cruce no hay seméforos y los autos no pueden estacionar en las calles que figuran en el
plano, existe un continuo flujo de trafico a través de todo el sistema.

135 140

400

110

Sarmiento
+—

San Martin
|_\
a
Libertad

Figura 1l

El municipio de esta ciudad necesita reparar los desagiies ubicados sobre la calle San
Martin, razon por la cual cortara el transito sobre dicha arteria en las cuadras adyacentes a
la Av. Belgrano. EI municipio no quiere cortar el transito en la Av. Belgrano, pero no podra
usarse la calle San Martin para ingresar a la avenida ni para salir de ella. Ademas, por
razones de infraestructura, seria conveniente que el nimero de autos por hora (en promedio)
que circula por el tramo de la Calle Libertad desde la Av. Belgrano hacia el noreste coincida
con el nimero de autos por hora que circula por el tramo de la Calle Sarmiento desde la Av.
Belgrano hacia el sudoeste.
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Teniendo en cuenta esta situacion, ¢cual es la cantidad de autos que deberian circular por
cada tramo de calle para que el flujo de trafico sea continuo en este sector de la ciudad, es
decir, para que no se produzca congestionamiento en el transito?

Por otra parte, a dos cuadras de la Av. Belgrano hacia el noreste hay una escuela cuyos
estudiantes provienen, en la gran mayoria, de un barrio ubicado en el sur de la ciudad. Por
este motivo, en los horarios correspondientes a entrada y salida de estudiantes de la escuela,
denominados “horas pico” para el transito vehicular, se duplica la cantidad de autos por
hora que circulan por el sector del plano ubicado al sudeste de la calle Libertad, incluida la
misma. ¢Cual es la cantidad de autos que deberian circular en las “horas pico” por cada
tramo de calle para que el flujo de trafico sea continuo en este sector de la ciudad, es decir,
para que no se produzca congestionamiento en el transito?

Para responder a la primera pregunta, se puede considerar el esquema que se muestra en la
Figura 2, donde el corte de la calle San Martin esta representado por lineas punteadas. Con x e
y se representa el nimero de autos por hora (en promedio) que circula en cada tramo
considerado, bajo los requerimientos planteados.
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Figura 2

Para mantener el flujo normal de trafico, es necesario que el nimero de autos por hora que
entra a una interseccion de calles sea igual al que sale de ella. Teniendo esto en cuenta, dado
que existen dos intersecciones en el sector considerado, es claro que

{350+x = y+ 400
180+ 110 =x +y

La solucidn de este sistema de ecuaciones da respuesta a la primera situacion planteada.

Para poder responder a la segunda pregunta formulada, algunos datos del esquema de la
Figura 2 deben ser modificados como se muestra en Figura 3.
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Figura 3
En este caso se debe resolver el sistema:

{350+x =y + 400
360+ 220 = x 4+ 2y

Es probable que los estudiantes se sientan mas motivados para trabajar cuando se plantean
problemas que provienen de situaciones de la vida real (Possani, Trigueros, Preciado y
Lozano, 2010) y que puedan resolver utilizando las TIC.

En el nivel medio, generalmente, para resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incdgnitas, el primer método con el que se trabaja es el grafico. Esto permite utilizar algln
tipo de software para representar graficamente las rectas que intervienen en el sistema y
resolverlo. Luego, es posible explicar intuitivamente el fundamento del método iterativo que
se propone, el cual los estudiantes podran implementar con sus netbooks en el aula para
resolver el sistema de forma aproximada.

DESCRIPCION DEL METODO

El método que se va a utilizar para resolver el sistema de ecuaciones planteado se conoce con
el nombre de Método de las Proyecciones o Método de Kaczmarz y tiene muchas aplicaciones
en el procesamiento y reconstruccién de imagenes, tomografia computada, etc. Aunque
probablemente la idea subyacente de este método ha sido concebida por varias personas, se
atribuyd a Stefan Kaczmarz (1895-1939), quien publicé sus resultados en 1937. Kaczmarz
formaba parte de un grupo de jovenes matematicos polacos brillantes que prosperé a
principios del siglo XX.

Se trata de un método iterativo que resuelve sistemas de ecuaciones lineales realizando
proyecciones ortogonales sobre los hiperplanos que definen las ecuaciones del sistema. Mas
precisamente, sea Ax = b un sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas compatible
determinado. Cada una de las ecuaciones define un hiperplano. EI método consiste en partir
desde un punto arbitrario p; en R™ y proyectarlo sobre el primero de los hiperplanos
obteniendo el punto p4, luego proyectar p; sobre el segundo hiperplano obteniendo p5, y asi
sucesivamente. Cuando se ha proyectado sobre el dltimo hiperplano se vuelve a proyectar
nuevamente sobre el primero de ellos y se continGa el proceso.

En un sistema 2x2 es muy facil entender y visualizar el procedimiento. La solucién de un
sistema no singular de dos ecuaciones lineales con dos incognitas Ax =b, 0 mas
especificamente
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@ 6=

es la interseccion de los dos hiperplanos  (rectas en este  caso)
H,={(x,v): ax + by = ¢}y H,={(x,¥): dx + ey = f}. Es visualmente evidente
que partiendo de un punto p, arbitrario y proyectando ortogonal y alternadamente sobre H, y
H, como se muestra en la Figura 4, la sucesion de proyecciones py P, P3. Py, ... CONVerge
a H, NnH,, lasolucién de Ax = b,

Y

A

v

Figura 4

Como este trabajo se basa en el método de Kaczmarz para resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas:

ax + by =rc¢
{dx—l—ey=f (1)

donde a,b,c,d,e y f son coeficientes reales y x e ¥ las incognitas, la clave es conocer la
proyeccion ortogonal de un vector dado sobre un hiperplano. Para facilitar la notacion se
trabajara en R* usando notacion vectorial.

Como es habitual, los vectores son vectores columna (es decir matrices 2xX1) y si A es una
matriz, con A® se indica la traspuesta de A.

Se considera el hiperplano H = {(x,y): rx + sy = g}, donde r, sy g son
constantes reales, n = (r,s)" y pgy un punto del plano. La proyeccién ortogonal
de py sobre H es el vector:

P 4
Py = Po— % n. ()

En efecto, H tiene dimensién 1 por ser un hiperplano en R*, por lo tanto * y s no son
simultaneamente nulos. Se sabe que =n es un vector ortogonal al subespacio
{(x,¥): rx + sy = 0} paralelo al hiperplano H.

Como lo muestra la Figura 5, para hallar la proyeccion p, del vector py sobre H, es necesario
encontrar el vector t = p; — p, paralelo a n, es decir, se debe encontrar el escalar real = tal
que
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=Py —Pp~ ZN

Ya
Po
\
\
W= zn H
‘\
P1
/
o) "X
Figura 5

Sumando miembro a miembro pg en la ultima igualdad y premultiplicando luego por el vector
n’ se tiene que

n'p, = n'p, + zn'n
Como p, es un elemento de H, resulta que n*p, = gq. Luego,

zn'n=n'pl —n'p,=q—n'p,.
Dado que n*n es un escalar no nulo se obtiene

t
— g7 pp

Finalmente,

En el nivel medio es posible que los alumnos no estén familiarizados con el concepto de
vector. En este caso se puede reescribir la expresion (2) para calcular la proyeccién ortogonal
de un punto sobre una recta de la siguiente manera:

Consideremos la recta L = {(x,¥):rx + sy = g}, donde =.5 y g son
constantes reales, = y s no simultdneamente nulos, g = (xg:¥5) un punto del
g P 5

planoy k = f La proyeccion ortogonal de pg sobre L es el punto:
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Con la intencion de eliminar en la expresion (2) el factor n*n, que es el cuadrado del médulo
del vector n, se pueden considerar ecuaciones que definan los mismos hiperplanos utilizando
vectores unitarios. Es decir se trabajard con ecuaciones equivalentes en las cuales los vectores

. . . b
normales a los hiperplanos que ellas definen tienen norma 1. Sean F; = ( = —) y

Vet et

r o d a - N - .
F, = {ﬂ,—-m’«,—-mf.l de esta manera el sistema (1) es equivalente al sistema:
FEp=/<
{ S 3)
Fp=f
donde p* = (x,¥), ¢’ = —— y f' = =L_.
Va®+b*® vd*t+e®

Si bien el método de Kaczmarz brinda una solucion aproximada del sistema si el mismo es
compatible determinado, en este trabajo se va a proporcionar un algoritmo para resolver el
sistema (3) cualquiera sea la situacion, es decir tanto en el caso compatible (determinado o
no) como incompatible.

Sean H, y H, los hiperplanos determinados por la primera y segunda ecuaciéon de (3),
respectivamente.

Los hiperplanos H, y H, son coincidentes si y solo si existe una constante real z no nula tal
que F, =zF, yf' =zc'

Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) existe una constante real z no nulatal que F, =zF, yf' =zc

(b) F3F, # 0, Fy =[F5F1)F1 y ff:[FEFi}CJ-

Es claro que H, y H, son paralelos y distintos si y sélo si existe una constante real z no nula
tal que F, = zF, yf' #zc'. En este caso, el sistema (3) es incompatible.

Para comenzar a resolver (3) se parte de un vector inicial py arbitrario y se lo proyecta sobre
H, obteniéndose »,. Luego, se proyecta p, sobre H, para obtener p,, y éste se proyecta
sobre H, para encontrar p5. Esto es,

Py =Po— (Fipo- ) F,y,
P; :'Pi_(FE'Pi'ijz’
Py =P, — (Fip,- ) F,

Se puede demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes (ver Figura 6):
(a) existe una constante real z no nulatal que F, = zF, yf' # zc,
(b) Py # P2 Yy Py = Ps.
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H>

\ 4

Figura 6

Asi, sipy # P2 Y Py = P3 el proceso finaliza y el sistema es incompatible. Caso contrario, se
aplica el método de Kaczmarz para encontrar una solucion aproximada del sistema, es decir,
se continla proyectando alternadamente sobre ambos hiperplanos de manera reiterada. Se
tiene asi la sucesion de puntos del plano:

{pi_i — (Fip,_, - ¢)F, siies impar
p- = ] o
' Pios— (Fapiy - fF, siiespar

donde i = 4, que converge a la solucion pso del sistema lineal planteado (ver (Meyer, 2000)).

Este método es relativamente sencillo de implementar en los lenguajes de programacion. Un
posible pseudocddigo del algoritmo a utilizar para resolver el sistema

{Fip=c’
Fap=f

donde F,,F, son vectores unitarios, p* = (x,¥), y ¢'.f' son contantes reales, es el
siguiente:

Entradas: Punto inicial: pg.
Vectores: F; v F,,
Constantes: ¢’y f,
Constante positiva: e (cota de error permitido)
NUmero maximo de iteraciones permitidas: m
SiFiF, =0, F, =(F3F,)F, y f'=(F3F,)c
Salida “El sistema es compatible indeterminado”
Sino,
Calcular: p, = py— (Fipy- ) Fy
P =P~ (Fap- f)F,
Py =P~ (Fip,- ) F,
Sivy #FP2yYP1 =P3
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Salida “el sistema es incompatible”.

Sino,
proy, = P;3
proy; =Pz
itera =10

error = norma de (proy, —proy,)
Mientras itera =m y error = e hacer
proy, =proy, — (Fy proy, - f) F,
proy, =proy,— (Fyproy,-c)F,
itera = itera + 1
error =normade (proy, — proy,)
Fin del mientras
Si error = e entonces
Salida: “La solucion aproximada es proy;”
Sino,
Salida “Se lleg6 al maximo de iteraciones y el error es ‘error™

SOLUCION AL PROBLEMA
En esta seccion se va a utilizar el método descripto anteriormente para resolver el problema
planteado.

Para responder a la primera pregunta del problema se debe resolver el sistema

{35D+x=}r+ 400
180+ 110 =x + ¥

el cual es equivalente a

1 1 —
—x ——y =25V
V2 V2
1 1
—x+—=y = 145v2
V2 V2

Estas ecuaciones definen los hiperplanos

1 1

H, = {(x,}r]: x——=y= 25\.“5} y H,={(x,v): Ly +%}r = 145\.,"5},
'\.llL

=
2

-

=
2

-

=
2

-+

de donde, Ft = [}_ —}_] y Fs=(%:%).

W27 42

Primero se debe determinar si el sistema es compatible indeterminado. Realizando los
célculos se obtiene que F5F; = 0, es decir, las rectas no son coincidentes.
Sea p, = (200,200)%; se procede a calcular las proyecciones »y. P, ¥ Ps:

Py =Py — (Fi po— 25V2)F, = (225,175)¢,
P, =p, — (Fip, — 145V2)F, = (170, 120)",
ps =p, — (Fi p, — 25v2)F, = (170,120)",
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Como p; # P2 Y P4 # P53 entonces el sistema no es incompatible. Ademas, la diferencia
entre p, y p3 es cero, es decir la solucion al sistemaes x = 170 e y = 120,

Por lo tanto, para que no se produzca congestionamiento en el transito bajo las circunstancias
planteadas en la primera parte del problema, deberian circular 170 vehiculos por hora en Av.
Belgrano, desde Libertad hasta Sarmiento; mientras que por la calle Sarmiento, desde la Av.
Belgrano hacia el sudoeste, deberian circular 120 vehiculos por hora, al igual que por la calle
Libertad desde la Av. Belgrano hacia el noreste.
Para responder la segunda pregunta planteada hay que resolver el sistema

el cual es equivalente a

En este caso, Fj

-

<
ra| | =

1

{ESD-I-:( =y +400
360 + 220 = x + 2y

1 1
—x——y =252
V2 V2
1 2
—X + — ¥V = 116\-'15
V5 V5

pero F, # —

;_«;T) y Fy = {EE)

t - _ 1
Dado que FiF, = =70
indeterminado.

1

~10

Considerando p, = (240,180)° se calculan las proyecciones p,. P> Y Pj:

Dado que p; # p»

ni O 1 2 3

X | 240 | 235 236 236,5

y | 180 | 185 187 186,50
Tabla 1

F,, el sistema no es compatible

y Py # P3, el sistema no es incompatible. Por lo tanto se aplica el

método de Kaczmarz para encontrar una solucion aproximada, obteniendo los datos que se

muestran en la Tabla 2.

n 0 1 2 3 4 5 6
X | 240 | 235 | 236 | 236,5 230,6 227,65 | 227,06
y | 180 185 187 | 186, 50 174,7 177,65 176,47
n 7 8 9 10 11
X | 226,76 226,70 226,67 226,66 | 226,66
y | 176,77 176,65 176,68 176,66 | 176,66
Tabla 2

Luego de algunas iteraciones se observa que el valor absoluto de la diferencia entre dos
valores consecutivos de x y de y es cero. En este caso, la solucién es

y = 176,66.

x = 226,66 ¢
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Estos valores indican que para que el flujo de trafico vehicular en las “horas pico” sea
continuo en el sector de la ciudad considerado, deberian circular, por hora, 226 vehiculos por
Av. Belgrano, desde Libertad hasta Sarmiento, 176 vehiculos por la calle Sarmiento, desde la
Av. Belgrano hacia el sudoeste; y 354 vehiculos por la calle Libertad desde la Av. Belgrano
hacia el noreste.
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