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RESUMEN

El propdsito de nuestro trabajo es describir una propuesta para la ensefianza de la “funcién
racional” en el nivel medio, utilizando el software Geogebra, y desarrollar algunas reflexiones
didactico-matematicas que surgen al planificar e implementar la misma.

Los propésitos de la propuesta son estudiar la funcién racional vinculando a la misma con los
problemas que esta resuelve, analizar dicha funcion como objeto formal y ensefar la
resolucion de ecuaciones e inecuaciones con expresiones algebraicas racionales, apuntando a
estrategias que vinculen distintos marcos, como el geométrico y el algebraico.

Se analizan algunas situaciones aulicas que permiten destacar las posibilidades que brinda el
uso de un software como Geogebra, para el tratamiento y la integracion de diferentes registros
de representacion al estudiar las funciones.

INTRODUCCION

El propdsito de nuestro trabajo es describir una propuesta para la ensefianza de la “funcién
racional”, utilizando el software Geogebra, y desarrollar algunas reflexiones didéactico-
matematicas que surgen al planificar e implementar la misma.

El proyecto de ensefianza se estd llevando a cabo en 5to afio Bachillerato, de un Colegio
Salesiano de Nivel Medio de Gral. Roca, siendo la profesora a cargo del curso una de las
autoras de este trabajo.

Desde hace aproximadamente tres afios nos hemos interesado sobre el uso de la tecnologia en
la ensefianza y aprendizaje de la matematica desde nuestras actividades docentes y desde
nuestras actividades de investigacion. Ambas participamos en el proyecto de investigacion
que finalizo en el afio 2013 “Recursos tecnoldgicos para y por los docentes destinados a la
ensefianza de Matematica en Argentina y Francia”, desarrollado entre la UNSAM
(Universidad Nacional de San Martin), la UNRN y la Ecole Normale Supérieure de
Lyon (Francia), en el que se estudi6 de manera conjunta entre investigadores y
profesores, los medios de concebir, desarrollar y organizar propuestas para la ensefianza de la
matematica en entornos informaticos. Actualmente, estamos desarrollando el proyecto “Las
TIC en la ensefianza de la Matematica y las Ciencias Naturales en el nivel medio: usos y
sentidos que le atribuyen los docentes”, que pretende describir y analizar diferentes
estrategias de utilizacion que docentes de nivel medio hacen de las TIC y propiciar de
manera colaborativa, entre investigadores y docentes, el disefio de desarrollos didacticos.
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LA PROPUESTA DE ENSENANZA Y SUS FUNDAMENTOS

Uno de los propositos de la propuesta es estudiar la funcion racional vinculando a la misma
con los problemas que esta resuelve y le dan sentido, asi como su analisis como objeto formal.
Otro de los propdsitos, también fundamental, es ensefiar la resolucién de ecuaciones e
inecuaciones con expresiones algebraicas racionales, apuntando a estrategias que vinculen
distintos marcos, como el geométrico y el algebraico. O sea superar el tratamiento algebraico
de la resolucion de estas ecuaciones, que suele convertirse en un procedimiento algoritmico,
que muchas veces, en lugar de promover una comprension profunda del objeto matemético
que le da origen, se convierte en una técnica rutinaria que muy poco tiene que ver con dicho
objeto.

Elaboramos una propuesta con problemas organizados en secuencia, promoviendo avances en
la construccion de los conceptos matematicos involucrados y que se desarrollard en un
ambiente “papel, l1apiz, tecnologia”.

Organizamos las situaciones problematicas considerando distintos aspectos: - el contenido
que se pretende ensefiar; - contemplar problemas contextualizados y descontextualizados; -
propiciar el uso de distintos lenguajes matematicos; - incluir la validacion de los resultados.
Se ha privilegiado, brindar a los alumnos la posibilidad de interpretar y expresar situaciones
presentadas mediante diferentes lenguajes: gréafico, algebraico, verbal, utilizando diferentes
formas de representacion en las distintas situaciones planteadas, asegurando una continua
vinculacion entre las diferentes registros y el problema planteado, ya sea para interpretar los
resultados obtenidos o para justificar la toma de decisiones a la hora de resolver el problema.
En el plan de clase podemos distinguir tres partes.

Primera parte: Revision de funcion cuadratica y familiarizacion con el software
Geogebra.

Una de las intenciones de esta parte es revisar caracteristicas de la funcion cuadréatica, que ya
se estudiaron en el afio anterior. Se propone cuatro problemas que requieren encontrar el
valor de la variable independiente o dependiente, hallar méximos, realizar graficos, hallar
dominio, determinar el conjunto de positividad y negatividad, hallar las raices y eje de
simetria, construir la formula mas conveniente (polindmica, factorizada o candnica) de
acuerdo a los datos dados.

En un primer momento los alumnos resuelven las situaciones dadas, con lapiz y papel, en el
aula.

En un segundo momento las clases se desarrollan en el aula de informatica, donde los
alumnos resuelven dos de los problemas propuestos anteriormente, utilizando las herramientas
de Geogebra y comparando los resultados obtenidos en los dos casos, con lapiz y papel y con
el software.

El proposito, aqui, es conocer y utilizar los comandos de Geogebra que permiten ingresar la
formula de una funcion, trazar una recta horizontal o vertical que pase por un determinado
punto, intersectar curvas y resolver ecuaciones cuadréticas.

Segunda parte: La funcion racional.

Esta parte se desarrolla en la sala de informatica.

Se proponen problemas sobre funciones racionales, para resolver utilizando el software.

El primer problema exige que los alumnos construyan la formula de una funcion racional y
realicen la grafica utilizando el Geogebra.

A partir de ese momento se plantea el analisis del grafico y se establece el vinculo entre este
tipo de funcion y la proporcionalidad.
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Tercera parte: La resolucidn de las ecuaciones e inecuaciones racionales.

Se continla trabajando en la sala de informética.

Se retoma aquellas consignas, de los problemas anteriores que requieren resolver ecuaciones
e inecuaciones racionales. La idea acd, estudiar estas ecuaciones utilizando el geogebra,
vinculando el registro gréafico y el calculo simbdlico.

Se pretende analizar las ventajas y limitacion del CAS, en Geogebra.

ALGUNOS ASPECTOS TEORICOS QUE TUVIMOS EN CUENTA

Fundamentan esta propuesta los aportes de Duval (1996), que al ocuparse del tratamiento,
comprension y dificultades del aprendizaje conceptual, plantea que es fundamental no
confundir objetos matematicos con su representacion y que a su vez no es posible acceder a
los objetos matematicos si no es a través de sus representaciones. Distingue, asi, diferentes
registros de representacion semidtica, figuras, graficas, escritura simbolica, lengua natural,
etc... Este autor aclara que la construccion de un concepto pasa necesariamente a través de la
adquisicién de una o mas representaciones semioticas, adquisicion que depende de tres
elementos: representacion, tratamiento (en un mismo registro) y conversion (entre diferentes
registros). Identifica como importante para la actividad matemaética: - poder movilizar
diferentes registros; - poder escoger el mas conveniente; - sentirse comodos en el tratamiento
y - coordinar varios registros de representacion. Artigue (2007), en este sentido, al analizar las
dificultades de los estudiantes con el campo conceptual del analisis, distingue, justamente, la
de “relacionar los diferentes registros semiéticos (Duval, 1995) que permiten representar y
trabajar funciones”.

Tenemos en consideracion también a Santos Trigo (2007) que destaca el empleo de
herramientas tecnoldgicas para la ensefianza de la matematica ya que, con el empleo de un
software dinamico se enriquece la produccion de diferentes representaciones, pudiendo
ayudar a los estudiantes en procesos de resolucion de problemas que incluyen la basqueda de
distintas soluciones, la necesidad de plantear conjeturas, el analisis de casos particulares y la
importancia de buscar conexiones y significados de las ideas.

Por otro lado, Hitt (2003), plantea que el avance tecnoldgico influye en el desarrollo de
nociones teoricas para explicar el aprendizaje de conceptos matematicos. Por ejemplo, en este
contexto, ha tomado gran relevancia el estudio de las diferentes representaciones de los
objetos matematicos y su papel en la construccion de conceptos.

El uso de tecnologia para la ensefianza de la matematica, en particular Geogebra, por
presentar la vista grafica, la algebraica, el CAS y la planilla de céalculo, puede ampliar,
complejizar, enriquecer, la interaccién con y entre diferentes representaciones de las
funciones.

La capacidad para visualizar cualquier concepto matematico o problema, requiere habilidad
para interpretar y entender informacion figurativa sobre el concepto, manipularla
mentalmente, y expresarla sobre un soporte material. Al utilizar representaciones graficas de
conceptos matematicos como herramientas para interpretar problemas o resolver problemas,
la visualizacién es un medio para llegar a su comprension o resolucion.

Al respecto, leemos en Hitt que por ejemplo, si queremos que el estudiante visualice una
grafica, esta tarea demanda una actividad mental mas profunda en el sentido de
reconocimiento de ciertos subconceptos, alli representados. Y es, en este punto, que debemos
centrar la atencion en entender los problemas que surgen al desarrollar una tarea de
conversion entre representaciones, retomando los aportes teoricos de Duval.

En ese sentido el Geogebra da posibilidad de variacion de problemas para que el alumno
explore en forma autdbnoma, durante el proceso de solucién, permite que aparezca la busqueda
y exploracion de relaciones matematicas, asi como visualizar y explorar el significado de esas
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relaciones. Como dice Santos Trigo (2007), “este ciclo de visualizar, reconocer y argumentar
son procesos fundamentales del quehacer de la disciplina que los estudiantes pueden practicar
sistematicamente con la ayuda de este tipo de herramientas” (p. 51).

Por estos fundamentos, hemos contemplado para esta propuesta el tratamiento integrado de
las representaciones semidticas de la funcion cuadratica y de la funcion racional; el
tratamiento dindmico mediado por el software geogebra para favorecer los procesos de
visualizacion de los distintos conceptos que hemos enunciado con anterioridad.

Tenemos también en cuenta; la comunicacion, validacion y discusién matematica, en el aula,
respecto de los procedimientos utilizados, las dificultades o errores, las definiciones o
propiedades que validan cada decision tomada, entrando asi a un tipo particular de “cultura
matematica”.

LAS CLASES Y ALGUNOS FENOMENOS OBSERVADOS

Para esta ponencia consideramos la descripcion y analisis de algunas situaciones de aula
correspondientes a la primera parte y segunda parte de la secuencia, desarrolladas en la sala se
informatica.

Situacion: la expresion decimal de un nimero racional

Esta situacion surge en el momento en que la profesora les plantea a los alumnos diferentes
tareas en Geogebra para que se familiaricen con ciertos comandos.

Al solicitarles que encuentren las raices de la funcién cuadrética f (x) = x*- 2 con lapiz y papel
y utilizando Geogebra, se produce la discusion acerca de cuales son efectivamente las raices
ya que, al utilizar las técnicas de Baskara o despejando la ecuacion, se obtiene +V2, y al
aplicar la técnica con Geogebra, que consiste en sefialar la interseccion entre la curva y el eje
X, los valores que surgen en la vista algebraica son £1,41.

Esta situacién permitio no s6lo que los alumnos conozcan la forma en que Geogebra reconoce
las raices y la posibilidad de manipular el redondeo, sino que también se convirtio en una rica
situacion para institucionalizar cémo, el resultado que obtengo, depende de la técnica
utilizada y la equivalencia entre dichos resultados.

Situacion: escala de los ejes y encontrar la imagen de un punto con Geogebra

Al proponerles resolver el siguiente problema con Geogebra, ya resuelto con lapiz y papel,
comparando los resultados obtenidos en ambos casos, se suscitan dos hechos dignos de
destacar.

1) El contador de una empresa ha determinado que la ganancia G (en $), cuando se producen
x unidades de cierto articulo, se puede calcular con la formula

G(x) = —5x* 4+ 1000x — 5000
a) ¢Qué ganancia obtendra la empresa cuando se produzcan 50 unidades?;y cuando se
produzcan 70 unidades?
b) ¢ Cuantas unidades se deben producir para que la ganancia resulte mayor que $13000?
¢) ¢Cuéntas unidades debe producir la empresa para que la ganancia obtenida sea la maxima
posible?
d) ¢Cual es esa ganancia maxima?

Cuando los alumnos dan entrada a la funcion propuesta con el objetivo de obtener el grafico
para responder lo solicitado en el problema, observan que la vista grafica no muestra ninguna
curva. Ante esto, la profesora les propone discutir qué esta pasando. Un alumno propone “hay
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que alejarse, el vértice tiene valores grandes”. Se presenta asi, el uso del zoom, y en ese
momento se escucha una exclamacion de sorpresa al aparecer el grafico. Se discute qué es lo
que pasO y la profesora introduce la posibilidad de modificar la escala de los ejes en
Geogebra.

Podemos observar aca, un ejemplo de tratamiento en el registro grafico que permitio trabajar
la idea de escala en los ejes coordenados y la relacion de esto con la grafica. Por otro lado,
sabemos que al utilizar el software surgen algunas dificultades como que los alumnos, en
general, no toman la pantalla como si fuera una ventana en donde solo estamos observando
una parte de la grafica y tienen dificultades para interpretar lo que se percibe en esa ventana,
lo cual pudo ser abordado con esta actividad.

Cuando los alumnos tienen que resolver el inciso a), con Geogebra, surgen diferentes
procedimientos y una rica discusion sobre la pertinencia de los mismos. Algunos alumnos
interpretan que la tarea consiste en verificar si el par (50, 32500) pertenece a la curva, otros
reconocen que la tarea a realizar es obtener la imagen de 50. Para los dos casos surgieron los
siguientes procedimientos:

P1) Determinan un Punto en Objeto (la parabola) y lo desplazan mirando las coordenadas en
la Vista Algebraica hasta obtener el punto buscado.

P2) Usan la cuadricula de la Vista Gréfica y el zoom para ubicar el punto sobre la parabola.
P3) Trazan una recta perpendicular al eje x y la desplazan hasta encontrar el 50 y luego, con la
herramienta Interseccion de dos Objetos, buscan la interseccion entre la recta y la parabola.
P4) Trazan la recta x = 50 (sin usar la perpendicularidad con el eje x, utilizan la recta que pasa
por dos puntos) y usan la herramienta Interseccion de dos Objetos para ver que el punto que
surge en la Vista Algebraica coincida con (50, 32500) y como no usan la perpendicularidad
con el eje, el punto no esta sobre la curva.

P5) Trazan la perpendicular al eje x que pasa por el punto (50,0), luego con Interseccion de
dos Objetos, obteniendo en la Vista Algebraica el punto buscado.

Se les propone a los alumnos evaluar estos procedimientos. Algunos consideran como bueno
el P3). Ante esta situacion la profesora les pide ingresar el punto (50.002, 32500) y ver qué
sucede. En la Vista Gréafica parece que es un punto de la parabola pero al proponerles hacer
zoom ven que no es asi. Se reconoce entonces, la herramienta Redondeo para identificar que
Geogebra trabaja en forma aproximada.

Se concluye con la seleccidn del ltimo procedimiento como el mas eficaz institucionalizando
como la técnica para encontrar la imagen de un valor de x con Geogebra. Sefialamos a la
situacion descripta como un ejemplo de la posibilidad de vincular la nociéon geométrica de
punto como interseccién entre curvas y la nocion analitica de par ordenado perteneciente a
una funcion.

En la clase siguiente se retoma esta conclusion al formalizar el inciso b), ya que los alumnos
plantean trazar la recta perpendicular al eje y que pase por el punto (0, 13000) e intersectarla
con la parabola. En dicha clase, una alumna propone ingresar la funcion lineal f(x)=3en lugar
de trazar la perpendicular al eje y argumentando: “otra forma de encontrar la recta
perpendicular es con la funcion lineal de pendiente 0 para no tantear tanto”.

Podemos observar aqui un ejemplo de la posibilidad que brinda Geogebra para vincular marco
geomeétrico y analitico.

Situacion: surge la funcién racional
Se les propone resolver el siguiente problema con Geogebra:

Problema |
Un club dispone de $50000 mensuales para el sueldo de sus deportistas.
a) Si el club tiene 100 deportistas y todos cobran lo mismo, ¢cuanto cobra cada uno?
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b) Encuentren una formula que permite calcular lo que cobra cada uno en funcién de la
cantidad de deportistas.

¢) ¢Qué pasa si en numero de deportistas aumenta?

d) Si de lo que cobra cada deportista debe pagar $20 en impuestos, ;cuél es el numero
razonable de deportistas que debe tener el club para que cada uno cobre por lo menos $300?

En la resolucion de este problema se produce una situacion interesante en el momento en que
ingresan una férmula para obtener el grafico que les permita encontrar las respuestas a las
consignas planteadas. Si bien todos resuelven sin problemas la consigna a), la férmula que
escriben corresponde a una funcién lineal (por ejemplo x — 50000) o una cuadratica (por
ejemplo) y varios alumnos permanecen mirando la pantalla sin saber qué formula ingresar.
Se escuchan expresiones como: “no se me ocurre qué hacer”, “sin soluciéon” y “50000
dividido x porque eso varia la cantidad de personas, no queda otra”. Al final uno de los
alumnos se “atreve” y escribe “f(x)=50000:x" en la Entrada. En un principio no aparece la
grafica, recuerda el uso del zoom y lo aplica hasta que aparece. Luego de que se instala la
formula en el aula, surgen comentarios sobre el gréfico: “profe, me dio el par (100,500) pero
sigo sin entender el grafico”, “parece una funcion logaritmica o exponencial”. A partir de
aqui se realiza un analisis del grafico en forma colectiva, relacionandolo con el problema
planteado.

Podemos destacar aqui una situacién en la que el uso del Geogebra permitio iniciar el estudio
de una nueva funcién a partir de un problema en un contexto familiar para los alumnos v,
nuevamente, enriquecer el vinculo entre formula y gréfico.

CONSIDERACIONES FINALES

En general el origen de los conceptos matematicos partio de las ideas intuitivas basadas en
situaciones bien concretas y visuales, y hoy en dia, el uso de la tecnologia posibilita esto, lo
hace mucho maés sencillo, pero es necesario aclarar que el uso de la tecnologia no resuelve por
si misma el problema del aprendizaje de la matematica, sino que el docente debe hacer uso de
ella de un modo planificado de acuerdo a los contenidos que quiere tratar, pensando lo que
necesita ensefiar y que los alumnos aprendan. Segun Brousseau (1994), el rol del docente es
“hacer vivir el conocimiento, hacerlo producir por los alumnos como respuesta razonable a
una situacion familiar y, ademas, transformar esa “respuesta razonable” en un ‘“hecho
congnitivo” extraordinario, identificado y reconocido desde el exterior”.

Haber llevado a cabo una propuesta de ensefianza con un variado repertorio de problemas y
registros, en los que se involucraron procesos de representacion, conversion y traduccion, y el
tratamiento de definiciones formales, permiti6 a los alumnos relacionar determinados
conceptos que hasta este momento no tenian integrados y ampliar su bagaje de
conocimientos sobre las funciones.

La realizacion de esta ponencia mas que cerrar las cuestiones planteadas, abre interrogantes
gue permiten pensar en acciones de investigacion pues al incorporar tecnologia es necesario
reconocer contenidos matematicos y aspectos didacticos que problematizan la ensefianza de la
matematica.
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