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RESUMEN

El trabajo se enmarca en un proyecto que indaga los procesos de aprendizaje de las
construcciones geométricas en la Formacion de Profesores. Se describe el modelo de
ensefianza desarrollado con alumnos de cuarto afio del Profesorado de Matematica, centrado
en el uso de heuristicas y métodos de resolucién de problemas. Se presenta el estudio tedrico
de una situacion abierta que formo parte de dicho modelo para promover el analisis del
proceso de resolucion. Ademas, se analizan las producciones de los estudiantes en torno a la
misma, indagando la transferencia que realizan de los conocimientos que fueron objeto de
ensefianza.

INTRODUCCION

Considerando a la geometria, y especialmente a los problemas de construcciéon, como un
dominio propicio para implicar al alumno en tareas propias del quehacer matematico, nos
hemos propuesto analizar la multiplicidad de aspectos que se conjugan al abordarlos.

Este trabajo se encuadra en un proyecto de investigacion, desarrollado en el Centro Regional
Universitario Bariloche de la Universidad Nacional del Comahue, en el que se indagan
procesos de aprendizaje de las construcciones geométricas en la formacién docente. Para ello
planteamos una investigacion cualitativa basada en el andlisis de producciones escritas y/o
registros de clase en torno a determinados problemas, atendiendo a categorias delimitadas en
estudios previos.

En un proyecto anterior, descripto en Sifieriz, Guillén y Quijano (2013), hemos analizado
Modelos de Ensefianza acotados al tratamiento de determinadas situaciones abiertas, en el
marco de asignaturas de la Formacion Inicial de Profesores de Matematica y de Profesores de
Primaria, que permitieron establecer competencias implicadas al abordar tareas relacionadas
con la ensefianza de esta clase de problemas. A partir de estos estudios de referencia tomamos
como objeto de estudio las producciones de los estudiantes que han surgido en estos entornos
de aprendizaje.

En esta comunicacion nos centraremos en una de las situaciones abiertas y analizaremos las
resoluciones de alumnos de “Seminario de la Ensefianza de la Matematica”, asignatura del
ultimo afio del Profesorado de Matematica.
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En Guillén y Sifieriz (2012) se ha examinado la actuacién de una profesora de la Facultad de
Magisterio de la Universidad de Valencia en torno a esta misma situacion, y se ha presentado
el marco teorico que sustenta dicho analisis, el que también sera de referencia en este trabajo.
Fundamentalmente indagamos el proceso de resolucion atendiendo a los métodos y
heuristicas implicados en éste.

Por un lado, extrapolamos los métodos que en forma general se presentan en Polya (1962-
1965). Consideramos al Método de los Dos Lugares, Método de la Figura Auxiliar y Método
de la Figura Semejante como generadores de problemas, ya que su aplicacion lleva a
transformaciones del problema inicial que se traducen en nuevas construcciones. Asi también
nos valemos del Método de Analisis-Sintesis para organizar y estudiar el proceso de
resolucion. Por otro lado, rescatamos la clasificacion de heuristicas de Puig (1996),
distinguiendo entre destrezas, herramientas heuristicas, métodos y sugerencias generales.

En los apartados siguientes presentamos el contexto en el que se llevé a cabo la
experimentacion, describiendo el Modelo de Ensefianza en el cual se planted la situacion
abierta. Ademas, realizamos un estudio tedrico de la misma desde una perspectiva heuristica y
sobre esta base analizamos las producciones de los estudiantes, indagando la transferencia de
los conocimientos que fueron objeto de ensefianza.

CONTEXTO PARA LA EXPERIMENTACION

El ambito de estudio lo constituyen los tres alumnos inscriptos en la asignatura. La intencién
de la misma en la carrera es brindar espacios de discusion y reflexion sobre temas
relacionados con la ensefianza de la matematica, lo cual se lleva a cabo a través de talleres o
cursos disefiados para tal fin.

En este contexto se ha desarrollado el curso "Regla y compas: conjugando Geometria y
Heuristica” en el que se utilizan las construcciones geométricas como instrumento para la
ensefianza de la resolucion de problemas en el aula, a partir de las cuales se introducen
heuristicas y métodos de resolucion de problemas.

El curso se llevd a cabo mediante un encuentro semanal de cuatro horas durante un mes; su
proposito ha sido brindar elementos tedricos para la apropiacién de formas de trabajo que
pertenecen al plano heuristico y para la construccion de un marco de referencia que pueda ser
integrado a la hora de planificar la tarea docente. En el ultimo encuentro, se ha intentado
promover el analisis del propio proceso de resolucion, para lo cual se propuso la situacion
abierta cuyas respuestas a la misma examinaremos en este trabajo.

Respecto al Modelo de Ensefianza

Esencialmente la ensefianza estuvo dirigida hacia el uso de los métodos heuristicos, a traves
de la resolucion de problemas seleccionados para tal fin.

De manera sistematica se han explicitado las herramientas heuristicas involucradas
(consideracion de casos particulares, examen de posibilidades, analogia) y las sugerencias
generales (buscar problemas relacionados, resolver el problema de forma diferente, analizar la
solucion) que ayudan a avanzar en el camino de solucion.

Se introdujo el uso de la figura de "figura de analisis" como punto de partida para resolver los
problemas. Esta figura es un dibujo a mano alzada de la incognita, donde se remarca lo dado,
y a partir de ella se analizan los objetivos parciales o resultados intermedios que habria que
plantearse para determinarla.

En primer término se presentd el "Método de los Dos Lugares”, mediante un problema
asociado a los criterios de congruencia de tridngulos, que habitualmente tiene un tratamiento
algoritmico en los libros de texto. La intencidn fue rescatar el procedimiento automatico que
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los alumnos utilizan para su resolucion, y de este modo hacer su reinterpretacion de acuerdo
al método, lo cual da pie a la formulacién de los pasos del mismo. Una vez explicitados estos
pasos, se resolvieron otros problemas en los que el método es aplicable, enfocando los
algoritmos de construcciones elementales implicados en estas resoluciones (mediatriz,
bisectriz, recta paralela, recta perpendicular, arco capaz) y redescubriendo el método
subyacente en ellos. Ademas se ha evaluado el campo de aplicabilidad del método,
enunciando problemas en los que puede utilizarse sin llevar a cabo su correspondiente
resolucion. También se dio lugar a un espacio de reflexion respecto a ciertas variables que
afectan la complejidad de los problemas (simplicidad o no de los lugares geométricos
implicados, dependencia o independencia en cuanto al orden de construccion de los mismos).
El sentido de estas instancias fue detectar implicaciones didacticas que surgen de la aplicacién
del método y que habré de considerarse a la hora de disefiar actividades que faciliten el
aprendizaje del tema.

El Método de la Figura Auxiliar y el Método de la Figura Semejante se fueron redescubriendo
a medida que se resolvieron problemas, surgieron a partir de interpretar un procedimiento de
resolucion alternativo, que no respondia al Método de los dos Lugares, o ante la imposibilidad
de aplicarlo.

Por otro lado, se ha puesto el acento en la aplicacion de los distintos métodos a partir de una
figura de analisis, lo cual refleja la presencia del Método de Analisis-Sintesis como
organizador del proceso de resolucion en cada problema abordado. El “Anadlisis” es el camino
que lleva desde la incognita a los datos, estableciendo progresivamente sus relaciones mutuas;
la “Sintesis” es el camino contrario, que va desde los datos hasta la incognita.

Los alumnos abordaron los problemas alternativamente en forma individual o grupal. Ademas
desarrollaron tareas extra clase que requerian la busqueda de problemas en libros de texto de
secundaria y su resolucion, atendiendo a la diversidad de procedimientos, cantidad de
soluciones y a los métodos o heuristicas subyacentes, cuya discusion se realizaba
posteriormente en forma conjunta.

Respecto a la situacién abierta
La misma se abord6 en forma individual durante aproximadamente 30 minutos, a partir de lo
cual se realiz6 la puesta en comdn.

Consigna:
“Construir una circunferencia tangente a dos circunferencias exteriores. Decidir sobre
la cantidad de soluciones posibles”

- Resolver el problema describiendo el proceso de resolucion que has seguido.

Esta planteada en forma abierta, lo cual no so6lo lleva a examinar los datos y a establecer
relaciones entre ellos y la figura a obtener, sino que da lugar a considerar distintas alternativas
de solucion.

Su eleccion se debe a que es facilmente abordable e involucra nociones elementales de la
geometria escolar. Es apta para la exploracion, la cual puede desembocar en la formulacién y
validacion de propiedades. Tiene la riqueza propia de los problemas de construccion en
cuanto a movilizar el razonamiento argumentativo hacia la formulacién de explicaciones a
partir del conocimiento de las figuras. Se necesita saber qué propiedades tiene la
circunferencia buscada para poder construirla o para realizar el anélisis de la existencia 0 no
de solucion, y/o de la cantidad de soluciones posibles.

Estas caracteristicas hacen que sea adecuada para reflexionar sobre el propio proceso de
resolucion.
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ANALISIS DE LA SITUACION ABIERTA

El analisis de las partes principales de la situacion abierta (datos, incognita y condicion) lleva
al uso de heuristicas tales como la consideracion de casos particulares o genéricos vy el
examen de posibilidades™.

Atendiendo a los datos, se pueden considerar distintas alternativas respecto a los radios de las
circunferencias dadas: R1=R; (caso particular) 0 Ri#R; (caso genérico).

El analisis de la incognita también lleva a atender diferentes posibilidades respecto a la
ubicacion del centro de la circunferencia buscada con los centros dados: centros alineados
(caso particular) o centros no alineados (caso generico).

Al centrar la atencion en la condicidn surgen cuatro casos posibles respecto a la relacion entre
la incognita y cada una de las circunferencias exteriores dadas:

1. La circunferencia es tangente exterior con ambas circunferencias dadas.

2. La circunferencia es tangente interior con ambas circunferencias dadas.

3. Lacircunferencia es tangente exterior con C;(01,R1) y es tangente interior con C,(02,Ry).

4. La circunferencia es tangente exterior con C,(0,,R>) y es tangente interior con C1(01,Ry).

Al hacer el estudio teérico de los problemas consideraremos al método de analisis-sintesis
como organizador del proceso de resolucion, siguiendo el espiritu de las orientaciones que
han caracterizado al Modelo de Ensefianza. El analisis llevaria a identificar los lugares
geométricos implicados, la figura auxiliar o la figura semejante, lo que derivaria en la
aplicacion del metodo correspondiente para resolver el problema; y la sintesis, llevaria a
efectivizar la construccion que permite determinar la incégnita.

En los distintos problemas involucrados en esta situacion abierta subyace uno de estos
métodos, el método de los dos lugares, que consiste en: 1. Reducir el problema a la
construccién de un punto; 2. Dividir la condicion en dos partes de modo que cada parte
suministre un lugar geométrico para el punto incégnita; cada lugar debe ser circular o
rectilineo.

En este trabajo nos limitaremos a analizar los problemas asociados al caso 1, ya que todas las
producciones se centraron en él.

Construir una circunferencia tangente exterior con C1(01,R1) y C2(02,R»)

Datos: C1(01,R1) y C2(02,R), con 570, > R R,.
Reducimos el problema a la construccidn de un punto, o, centro de la circunferencia buscada.
Incognita: o

Podemos realizar un diagrama de arbol que nos permitira sistematizar el andlisis e identificar
los problemas asociados a este caso.

C(o, R) es tangente exterior con / 1. Centros alineados ___—» R;=R,
C1(01,R1) y C2(02,R2) \ 0 €0,0, T Ri#R,

2. Centros no alineados __—> R;=R;
0 & 0,04 T Ri#R;

! El examen de posibilidades consiste en descomponer el dominio de objetos a los que se refiere el problema
mediante una particién y resolver el problema para cada una de las partes.
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En cada uno de ellos se tomaréa a la figura de analisis como punto de partida para la aplicacion
del método, por tanto, el primer paso serda dibujarla. A partir de la misma se intentard
visualizar los lugares geométricos implicados en su resolucion.

1. Centros alineados (0 € @;0,)
Condicion { 0€55;
0 € Mz— (mediatriz de 8, 0;)

Por lo tanto {0} = 7,0, (M) My

1.3.) Ri=R,

La solucion es la circunferencia C(o,R),
. T 0,— 2R,
siendo R = +——=2—=

.

Figura de analisis 1.a

1.b) R1#R;
Sean p y g pyntos de tangencia
Condicion \ij 0 E 0,0,

0 € Mgz
Figura de andlisis 1Lb 0 {0} =570, () Mg

La solucién es la circunferencia C(o,R),

. 0.,0.—R, TR,
siendo R = %

&

2. Centros no alineados (0 & @;0;)

El valor del radio R en las alternativas anteriores, lleva a anticipar que para que exista

solucion en este caso, debiera cumplirse R = =2——=

2.3.) Ri=R»

-

e p requiere:

Para un valor.arbitrario de R, la condicion
{Z 0€ Cy(oy,Ry +R)

! 0EC,(0,,R, + R)

\
\ R R I
LR ‘Q Por lo tanto
G {o,0’} =Cy(oy,R; + R) M Cy(0, Ry + R)

Para cada valor de R, habrd dos soluciones:
C(o,R) y C(0’,R).

Figura de analisis 2.a

El centro de la circunferencia buscada estaria en la mediatriz del segmento @;¢; ya que
equidista de sus extremos.
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2.b) Ri#R,

Para un valor.arbitrario de R, la condicion
requiere: Ji o0e (o, R, +R)

0E C,(0,, R, + R)
Por lo tanto

{o,0’} =C4(04,R; + R) M C;(0,, Ry + R)

Para cada valor de R, habra dos soluciones:
Figura de analisis 2.b C(o,R) y C(0’,R).

Si bien no es inmediato, cabe sefialar que el centro de la circunferencia buscada pertenece a
una hipérbola, ya que la diferencia entre las distancias de este punto a cada uno de los centros
dados es constante:

oo; =R, +R oo, =R, + R

ANALISIS DE PRODUCCIONES

Si bien la situacion requiere un examen de posibilidades, como ya hemos mencionado, los
tres alumnos se abocaron a trabajar la alternativa en la que la incognita es tangente exterior a
las circunferencias dadas.

Nos referiremos a las producciones como A, B y C queriendo indicar que respectivamente
corresponden a las respuestas del alumno A, del alumno B o del alumno C.

En las tres resoluciones se comienza tomando el caso particular de centros alineados (el
centro de la circunferencia solucién pertenece a la linea de los centros dados) y considerando
R1#R,. En una de las producciones (A) se indica la alineacion de centros (Figura 1), en otra
(C) se indica “heuristica: caso particular” pero sin especificar el caso considerado y en la
restante (B) no se alude a la misma.

La presencia del método de analisis-sintesis se observa sélo en las respuestas de uno de los
alumnos. La produccién A muestra un uso sistematico y explicito de la figura de analisis, en
los casos considerados se dibuja a mano alzada datos e incognita utilizando lenguaje
simbdlico, a partir de lo cual se van elaborando conjeturas que luego se intentan validar. Las
figuras 5 y 8, a las cuales nos referiremos posteriormente, dan cuenta del uso explicito de
dicha figura durante este proceso de resolucién. Asimismo, bajo el titulo de sintesis se
efectiviza la construccion con regla y compas (Figura 1).

<iuTES\S
SINTES\S

01,P1 902
estiin alxoeanddd

Figura 1

Las restantes producciones obvian hacer el andlisis, directamente presentan la sintesis y
realizan la construccion con los instrumentos de geometria. En ellas se realiza la presentacion
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de los pasos que se han seguido utilizando lenguaje coloquial y simbdlico, tal como puede
observarse en la produccion B (Figura 2)

ga\-f:cnc(er) \ fel- se'n (s, ) kw%o?’,m ceclsn Tousgelos
o e th»&eonwlm g’ reu fioolalos puas cusfod seu
(lﬂ/qiu-l.ia.wﬁou/;m 06 . Fruoliueuts Lnafﬁgwmm lo Loumlw.
abqumo.w(lammwwa
Figura 2

El uso del método de los dos lugares sélo se observa en la resolucion A, organizada por el
método de analisis-sintesis. En cada una de las aproximaciones realizadas se detallan los
lugares geométricos implicados en lenguaje simbdlico y se halla la solucion como
interseccion de los mismos (Figura 3)

f\) ineon . O, 3
—

oe 0102 =
oe M f;}‘] dende  p € @in O;SE‘

gt = ~e(z nolol

‘-ed
At

Diveg & (nodis du Lo Gresmf. bur coca’))

—) — —t,

R= oOp'= 0qg
Figura 3

-

En dos resoluciones se pone de manifiesto la consideracion de R;= R,, otra opcion para los
datos. En C aparece al hacer exploraciones para hallar otras soluciones pero no se advierte la
intencionalidad de considerar este caso particular como tal, si bien se hace la construccion
correspondiente con regla y compas (Figura 4).

o M - “ ‘. .

lueg © $e (c,l vre wfcisferenca ‘U’”d“"( < ? / car (Ql'/IC 9 & /
€. /GQ' le ed v\o-/r/'.-
,7,(1 J(-’Aru“/' 06 pere bus car g‘_f"‘"@ I(/CCLC'/’ Yy 4R @9 (f'(’ € /az/c gt pae sy ’C‘/
¢ L ’ S/L
pere Jg,l!-" cwesle. G@mo putdo Jelesadine, gira. oir anfllece &40, e e 8,y &

5 .y &

Figura 4

Por el contrario, en la produccion A se percibe la intencionalidad de tomar en cuenta este
caso, lo cual queda plasmado en una figura de analisis que responde a esta situacion (Figura
5).

S olas  dwos u-cwn\:crenuc\\ sodas son wrﬁruem\nr (go\_\o b,o.,L.-w\r,r ) ;

enronces ¢ Foéems Wwelare  ohvas eP Jmpscm\c.\ e baadeals

s e = -

Ty - paa\isis .

%

° M —
. Op>

9 E: 54 donde se °1°“ef.\4
490 Y Joroo o.r\oi'\'rAf\'&MeuAt sloce

1 o “ ob;)‘;

Figura 5
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En general se observa un trabajo exploratorio respecto al caso genérico de centros no
alineados, se agregan condiciones que derivan en una transformacion del problema. En este
sentido se fijan ambos puntos de tangencia y se introducen elementos auxiliares, ya sea se
dibuja la recta que une los centros o rectas tangentes a las circunferencias dadas, que inciden
en la eleccion de estos puntos de tangencia. En dos producciones (B y A) dichos puntos se
encuentran en una recta paralela a la linea de centros (Figuras 6 y 8), y en la restante (C) estan
sobre una paralela a una de las rectas tangentes dibujadas (Figura 7). En esta uUltima
produccién tambien se realiza una nueva transformacion del problema, se fija s6lo uno de los
puntos de tangencia.

Figura 6 ‘ Figura 7

El uso de la heuristica conjeturar y verificar parece guiar el proceso de las resoluciones. En
dos producciones (A y C) se hace explicita la conjetura, indicando que el centro perteneceria a
la mediatriz del segmento determinado por los puntos de tangencia. En la otra produccion (B)
se perciben trazos de arcos de circunferencias, cuyo centro pareciera ubicarse en la mediatriz
hallada para el caso particular de centros alineados (Figura 6). En las producciones B y C se
observa una constatacion empirica de la conjetura, en cambio en A hay una argumentacion
deductiva para refutarla (Figura 8), lo que lleva a establecer una nueva conjetura: si las
circunferencias dadas son congruentes, el centro buscado estd en la mediatriz del segmento
determinado por sus centros (Figura 5). Como ya se ha indicado, en esta resolucion se sefiala
que éste es un caso particular dentro de centros no alineados.
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La idea central de los tres planes de solucion seria fijar el centro “0”, ya sea en la mediatriz
del segmento determinado por los centros (Mz=-) 0 en la mediatriz de Ios puntos de tangencia

fijados, y estudiar la posibilidad de construccion de la circunferencia buscada. Este
procedimiento les impide seguir avanzando en el camino hacia la solucion, lo cual se pone de
manifiesto en el relato del propio proceso en las producciones A, By C (Figuras 9, 10 y 11).

-4@&&“&5&%MMMMQQM&%%M que
M(LMWOGQW W

"ML rosudho en Q' exnle obia Acliccios .
Figura 9

CDﬂ(‘).L)b‘o«lﬁ
Poede holar ura  solucion |, PErO MO pod"'o Asequar & exicten
<
oXxras o msar que o exisan.
Figura 10
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/ I . a LA
/&((,m”/ia‘ 24 C{ coiro de 6"/-14'0‘ c:rzdn{ll&l(‘a— 57 e/ /M-/ Se /9j;f’}('60 e f4‘

Figura 11

COMENTARIOS FINALES

El andlisis de las resoluciones de los estudiantes de profesorado muestra que la herramienta
heuristica consideracion de casos subyace implicitamente en las producciones. En todas ellas
se aborda el caso particular de centros alineados para luego pasar al caso genérico de centros
no alineados, en el que se agregan nuevas condiciones al problema (se fijan los puntos de
tangencia). En busca de la solucion se ubica el centro en lugares geométricos muy
particulares, lo que en una de las producciones genera la necesidad de argumentar acerca de la
validez de esta conjetura y en las dos restantes, las figuras construidas parecen ser la
evidencia para refutarla.

Sélo en una de las producciones se observa una exploracién organizada por los métodos
partiendo de la figura de analisis, lo cual evidenciaria la transferencia de los conocimientos
que fueron objeto de ensefianza a esta nueva situacion. Por el contrario, las otras dos se
caracterizan por la elaboracion de conjeturas a través de exploraciones poco estructuradas y su
comprobacion empirica usando los instrumentos de geometria.

Consideramos que podria ser una cuestion a tener en cuenta en futuros planes de ensefianza la
posibilidad de generar mas espacios para la reflexion del propio proceso, evaluando los
efectos locales o globales que tienen sobre el mismo el hecho de agregar condiciones al
problema o de seguir un plan que no contempla los métodos que son objeto de ensefianza.
Creemos que la situacion abierta propuesta ha resultado apropiada para indagar el proceso de
resolucion de los estudiantes de profesorado. La busqueda de otras situaciones con potencial
heuristico y de nuevas experimentaciones se vislumbra como muy interesante para continuar
investigando los procesos de aprendizaje en un contexto de planes de formacion de
profesores.
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