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Resumen

En este estudio se presentan los Sistemas de Ecuaciones Lineales Diferenciales de Primer
Orden. Se los clasifica segtin sean homogéneos o no homogéneos y se fundamenta la existencia
de las soluciones correspondientes a cada sistema. En el trabajo se hace especial hincapié en
la forma de resolver los sistemas lineales con coeficientes constantes, motivo por el cual, se
desarrollan los métodos convenientes para hallar las soluciones generales, tanto de los sistemas
lineales homogéneos, como la de los no homogéneos. En este sentido, para el primer grupo se

presenta el Método de los Autovalores y para el segundo el Método de Variacion de Pardmetros.
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— SECCION 1

Introduccidn

Al intentar modelizar matematicamente una situacion de la realidad, en la mayoria de las
veces, el modelo que se obtiene suele tener un caracter no lineal, lo cual conlleva, generalmente,
un grado alto de dificultad. En estos casos, conviene considerar un problema més sencillo que
sea, en algin sentido, una buena aproximacion del anterior. De esta manera, a partir de las
conclusiones alcanzadas al estudiar el problema més sencillo, se busca obtener algin tipo de
resultado para el problema primitivo. Una de las formas més frecuentes de simplificar un pro-
blema es linealizarlo. En este sentido, si se pretende estudiar un problema no lineal, el primer
paso obligado es analizar el problema lineal asociado de la manera mas completa posible para

poder establecer asi qué ocurrird en el caso no lineal.

En muchas aplicaciones se presentan situaciones en las que el fenémeno que se quiere estu-
diar est& descrito por dos o més funciones desconocidas de tal manera que la variacion de cada
una de estas funciones depende también de las otras funciones. En este caso no serd suficiente
con una tnica ecuacion, si no que, mas bien se necesitara un conjunto de ecuaciones. Un con-
junto de ecuaciones diferenciales que han de ser satisfechas simultaneamente es lo que se conoce
como un sistema de ecuaciones diferenciales. Un problema bastante complejo se presenta cuan-
do se debe resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de orden superior. En estos casos, lo
conveniente es transformarlo en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, lo que
se logra anadiendo mas variables. Por este motivo, esta trabajo se centra en el estudio de los

sistemas de ecuaciones lineales diferenciales de primer orden.

Los sistemas de ecuaciones diferenciales simultaneas ordinarias surgen en diferentes proble-
mas que incluyen varias variables dependientes y1, yo, ..., y,, donde cada una de ellas es una
funcion de una tdnica variable independiente x. En este trabajo estudiaremos los sistemas con-
formados por ecuaciones que se pueden expresar en forma normal y cuyo ntimero de funciones

incognitas coincide con el ntimero de ecuaciones.



— SECCION 2

Sistemas lineales de primer orden

Definicién 2.1. El sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden:

yll = fl(x>y1ay27"'7yn)
yé = f2(x7y17y27"'7yn)

vy = fa(z,y1, 02, Yn) (1)

/

Y = fﬂ(x7y17y27 e 7yn)

\
donde y; = %, 1 =1...,n, se denomina sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden.

Definicién 2.2. Una solucién del sistema (1) en un intervalo I es una funcién vectorial
definida de I — R", de la forma y = (y; ... y,)", donde las y;(z), i = 1,...,n, son funciones

diferenciables en todo punto de I que satisfacen el sistema (1).
Es importante, tener presente que una solucién de un sistema lineal es un vector cuyas

componentes son funciones reales. Por ejemplo, la solucion del sistema

Yi = Yo
o —y1

N~

Y
es y(x) = (sin(x) cos(x))t, es decir, que yi(x) = sin(z) e yz(x) = cos(x).

Si se presentan condiciones iniciales, tales como:

.

yi(mo) = Y
(o) = Y3
S (2)
(Yn(@0) = W
para algin punto zq € I. Las funciones y;(x), y2(2), ..., yo(x) y las condiciones iniciales (2)

conforman el Problema de Valor Inicial (P.V.I).



Los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden son muy ftiles en el estudio de

ecuaciones de diferenciales de orden superior, ya que, una ecuacion diferencial de n-ésimo orden

y™ = flx,y, 9,y g™, (3)

puede considerarse un caso especial del sistema (1) y reducirse a un sistema de n ecuaciones

diferenciales de primer orden. En efecto, si y1 =y, yo = ¢/, y3 = v", ..., yn = y™ 1, es claro
que:
n=y = Y= Y2
v=y" = Yo = Ys
Yoo =y = Yn-1="Yn
v=y" = y=flyyy L yY)
Por lo tanto, el sistema: )
Yy = Y2
ys = Y3
Y1 = Yn
v = flyy 'y

es equivalente a (3).

Ejemplo 2.1. Escribir la ecuacién diferencial de segundo orden y” — 2y’ + y = 0 como

un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Solucién 2.1. Sean y; = y, y» = ¥/, entonces, y; = yo v ¢y’ = y5. Sustituyendo estos resultados

en la ED, se obtiene:

' =2 +y=0 = y3 -2y +y =0

Por lo tanto, y; e ys satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

yi = Y2
Yp = 22—



Si las funciones fi, ..., f, son lineales en las variables y1, .. ., y,, el sistema (1) es un sistema

de ecuaciones lineales diferenciales de primer orden. La forma general de estos sistemas

es

donde para cada 1,

(

vi = an(@)yr +a(@)ys + ...+ an(2)y, + bi(x)
Yo = o (x)y1 + aga(2)ys + ... + a2 (2)yn + ba(x)

(4)

ky; = an1($€)3/1 + an2<x)y2 +...+ ann(x)yn + bn(w)

Jj=1,...,n, a;; y b; son funciones continuas definidas sobre un intervalo

I. Al sistema (4) se lo denomina sistema lineal de orden n o simplemente sistema lineal.

Para trabajar con estos sistemas es conveniente recurrir a la notaciéon matricial, en efecto si

denotamos por

¥ por

donde cada y;(z), i

aj(z) app(z) ... a(x)
A as (z) age(z) ... ag(x)
an1 () ana(z) ... apn(z)
bi(z)
t bg T
b(z) = (51(33) by() bn(ﬂf)> = ( )
bu()
()
_ t | ye(2)
Y@) = (n() w@) . @) ="
= 1,...,n es una funcién real de una variable y b(z) es una funcion vectorial

de una variable. Entonces, el sistema (4) se puede escribir de manera matricial como

siendo

Y = A(z) Y + b (2), (5)



Definicion 2.3. Se dice que el sistema (5) Homogéneo si

t
b(x)=(0 0 ... 0).
En caso contrario el sistema (5) es No Homogéneo.

Si consideramos el Ejemplo (2.1), el sistema se puede escribir matricialmente como

Y’: 0 1 . U1 " 0

-1 2 Y2 0

y resulta ser homogéneo.

Ejemplo 2.2. Considere el sistema lineal homogéneo
, 1
Y = Y
5 3
Compruebe que en el intervalo (—o0; 00)
t t
e—Zw 366w
Y1 = e Y2
_6—21 566x
son soluciones del sistema.

Solucién 2.2. En primer lugar busquemos y; y y5:

, —2e~ % , 18e5*
Y= € Ys
Qe 2 30e5«
Luego,
1 3 e~ €72 — 3¢ —2¢7 2 ,
5 3 —e % He2 — 3¢ 2e~ 2



3€6x

5€6x

3¢5 + 155
155 + 15¢5



— SECCION 3

Estructura de las soluciones de los sistemas

lineales de primer orden

La existencia de la solucién al sistema
Y' = A(x)-Y + b (x), (6)

asi como, la unicidad estan fundamentadas en el siguiente teorema.

Teorema 3.1. (Teorema de Ezistencia y Unicidad). Sean a;; y b; funciones continuas
en un intervalo I C R, 1,7 = 1,...,n. Sea vy € I, si se impone la condicion inicial
Y (z0) = (y1(z0)) v2(w0)) - yn(w0)) = (v y5 ... y°)t, entonces existe una unica fun-

cion vectorial y = (y1 Y2 ... yn)' que es solucion del sistema (6) y verifica las condiciones

iniciales.

J

Si el sistema es homogéneo, la funcion vectorial idénticamente nula siempre es una solucion

y se denomina solucién trivial. El siguiente corolario es una consecuencia del teorema prece-

dente.
Corolario 3.1. Sean a;; y b; funciones continuas en un intervalo I C R, 4,5 =1,...,n. Si
Y= (1 Y2 --. yn)" es una solucion del sistema homogéneo

Y' = A(2)'Y,

en el intervalo I que, para algin xo € I, satisface las condiciones iniciales y1(zo) = 4, y2(z0) =

Y9, ., Yn(wo) =42, entonces y1 =yo = ... =y, =0 en I.

3.1. Sistemas lineales homogéneos

El conjunto de soluciones del sistema homogéneo



tiene estructura de espacio vectorial de dimension n sobre R, esto significa que, cualquier solu-
cion del mismo es una combinacién lineal de soluciones linealmente independientes. El teorema

que sigue lo enuncia.

Teorema 3.2. (Principio de Superposicion). Si Y1, Yay« .« » Yn Son soluciones del siste-

ma lineal homogéneo (7) en un intervalo I, entonces, la combinacion lineal

Y==¢C- "Y1 +C Y2+ ...+Ch Yn

donde c; € R, i =1,...,n, es también una solucion del sistema (7) en el intervalo I.

Demostracion. Consideremos

Y=¢C -Yy1+c-Y2+...+¢ Yn

donde y1,ya, ..., Y, son soluciones del sistema lineal homogéneo (7) en un intervalo I. Por lo

tanto, cada y;, i = 1,...,n satisface el sistema (7), es decir que

Yy, = A(x) -
Yy, = A(x) - Y2

Y, = A(T) - yn
Derivando y y reemplazando por los resultados anteriores, se tiene
Y=¢C Y1 +tC-Y2+...1TC " Yn
y=c1-A(x) - y1 +c2-A(x) ~ya + ...+ ¢ - A(x) - Yn
y=Ax) (c1-y1+ ¢ Y2+ ...+ ¢ Yn)
Y =Ar)y
Luego, y satisface el sistema (7), por lo tanto, y es una solucion del sistema (7) en el

intervalo . u

Definicién 3.1. Un conjunto de funciones vectoriales {y1, Y2, ..., ¥Yn} se dice que es lineal-

mente dependiente en un intervalo [ si existen constantes reales, c¢q,...,¢,, no todas nulas,

11



tales que

e yr(x) +co-ya(r)+ ...+ Ynlz) =0

para todo x € I. Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente se dice que es

linealmente independiente.

Definicién 3.2. Dado un conjuntos de funciones vectoriales y1,y2y...,Yn : I C R — R",

donde
t
yi:<y1i<$>7 ceey ym(x)> ;e=1,...,n

se define el Wronskiano de y;,¥Y2,..., ¥y, para x € I, como

yu(z) yi2(z) ... yi(2)
921(90) y22(9€) yzn(l’)
Wlyi, Yz, .- - Yn](z) = det ysi(x) ysa(r) ... ysn(w)
Yn1 () Yn2(z) ... Ynn(@)

Teorema 3.3. 57 las funciones vectoriales Y1, Yzs« .. Yn son soluciones del sistema
lineal homogéneo de orden n (7) en un intervalo I, entonces el conjunto {y1, Yays .+, Yn}

es linealmente independiente si, y solo si, W y1,Yay ... Yn](z) #0, V2 € I.

Demostracion. Sean las funciones vectoriales y1,Y2y+..,Yn : I C R — R", donde

t

Si las funciones y1, Y2, . - - Y, son todas idénticamente nulas, el resultado es trivial, enton-

ces supongamos que al menos una de las funciones es no nula.

=) Supongamos que que existe un punto xy € I donde el Wy, ya, ..., yn](xo) = 0.

Entonces, una columna de la matriz

12



yi1(zo) yi2(wo) .. Yin(z0)
y21(»’Uo) y22($0) . yzn(l’o)
y31($0) y32($0) e ysn(Io)
Yn1(20) Yn2(xo) - Ynn(2o)

es una combinacién lineal de las otras. Supongamos que la primera columna es combinaciéon
lineal de las otras, esto significa que existen constantes reales co, c3, ..., ¢, no todas nulas, tales
que
Y1(zo) = caya(xo) + c3ys(xo) + .. . + coyn(0)-
Sea y(r) = —y1(x) + coy2(x) + c3ys(z) + ... + c,Yn(x) que es una solucion del sistema
(7) por el Principio de Superposicion. Ademas, la funcion y(z) verifica que y(z) = 0, lo que
implica, por el Corolario 3.1 que y = 0, lo que contradice la suposiciéon de que al menos una de

las funciones es no nula. Por lo tanto, W [y1,ya2,...,Yn](x) #0, V2 € I.

<) Sea x € I y supongamos que el conjunto {y1,ya,...,Yn} es linealmente dependiente,

entonces, existen constantes reales ¢y, ..., c,, no todas nulas, tales que
c1-y1(x) e y2(x) + ...+ ¢ yn(x) = 0.

Supongamos que y;(z) # 0y ¢; # 0, entonces despejando y;(z) de la ecuacion anterior se
tiene que

y1(2) = doy2 () + dsys(x) + ... + dpyn(z)

donde d; = —E—i, Jj =2,...,n. En consecuencia, dado que Yz € I resulta que y;(x) es combi-

nacion lineal de las demés funciones se tiene que

o) va@) - )
det y21.(96) y22.(x) Yon () =0; Vzel.
pa(e) vnale) o anle)

Entonces, Wy, Ya, ..., Yn](x) =0,V € I, lo que contradice la hipotesis. Por lo tanto, el

conjunto {Y1, Yz, ..., Yn} es linealmente independiente. [ |

13



El Wronskiano resulta ser muy 1til para determinar si n soluciones de un sistema homogé-

neo son o no linealmente independientes, tal como pone de manifiesto el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1. Sean y1,¥Ys,...,Yn : I C R — R” soluciones del sistema homogéneo

Y’ = A(z)-Y en un intervalo I, entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Yy1,Y2y...,Ypn son linealmente independientes.

2. W[ylay29- . 9yn](x) 7£ 07 Vz el

3. dxp € I tal que Wy1,ya, ..., Yn)(xo) # 0.

Ejemplo 3.1. Verifique que en el intervalo (—oo; 00) las soluciones del Ejemplo 2.2 son

linealmente independientes.

Solucién 3.1. Recordando que las soluciones son

6—23: 366x

—2z 56696

y calculando su Wronskiano se tiene que

672x 36633 .
Wy, y2] = det = 8e™”
_e—Zr 566x

Como W [yy, yz2] # 0 para todo x en (—oo;00), por la Proposicion (3.1) se concluye que yq, Yo

son linealmente independientes.

Definicién 3.3. Se denomina sistema fundamental de soluciones del sistema lineal ho-
mogéneo de orden n, Y’ = A(x) - Y, en un intervalo I a cualquier conjunto de n soluciones

linealmente independientes en I.

Teorema 3.4. Siempre existe un sistema fundamental de soluciones del sistema lineal

homogéneo (7) en un intervalo I C R.

14



Demostracion. Sea un intervalo I C R y sea xy € I, por el Teorema de existencia y unicidad

(3.2) existen soluciones del sistema, y1,. .., Yn, que verifican las condiciones iniciales

yi1(zo) =(100 ...

Yn(z9) =(000 ...

Entonces,
y11(zo)  y12(zo)

Ya1(0)  y22(w0)
W[ylayZa”-,yn](l‘o) = det ) .

Yn1(T0)  Yn2(T0)

Yin(T0)

y2n(x0)

= det

Ynn(T0)

Luego, Wy1,Yas - -« Yn](zo) # 0, por lo tanto, yi, . .., yn son linealmente independientes y,

por ende, un sistema fundamental de soluciones del sistema (7).

sistema en dicho intervalo es

donde c1,¢co,...,c, € R.

Teorema 3.5. Si {y1, Y2y ..., Yn} s un sistema fundamental de soluciones del sistema

lineal homogéneo de orden n (7), en un intervalo I, entonces la solucion general del

Ygh =C1 "Y1 +C2- Y2+ ...+ Cnh* Yn,

(8)

Ejemplo 3.2. Determinar la solucion general del sistema

3
Y’ = (9)
5 3
Solucién 3.2. En el Ejemplo 3.1 probamos que
6—2x 36690
Y1 = y Y2
_672‘% 566:1:

15



son soluciones linealmente independientes del sistema lineal homogéneo (9) en el intervalo
(—00,00). Por lo tanto, {y1, y2} forman un sistema fundamental de soluciones en ese intervalo.

En consecuencia, la solucion general del sistema (9) en (—o0,00) es

6721 3661
Ygh =C1 "Y1 T C2 Y2 =C1 - +co- . (10)
_€—2x 5€6m

con ¢; y ¢ constantes arbitrarias.

3.2. Sistemas lineales no homogéneos

Teorema 3.6. Si y, es una solucion particular del sistema lineal no homogéneo
Y' = A(x) Y + b(x) (11)
en un intervalo I e ygpn es una solucion del sistema lineal homogéneo asociado a (11),
Y'=A(z) Y

entonces, Y = Ygn + Yp €s también una solucion de (11) en I y todas las soluciones de

(11) en dicho intervalo son de esa forma.

Corolario 3.2. Si y, es una solucion particular del sistema lineal no homogéneo (11) en un
intervalo I e {y1,Yay ..., Yn} es un sistema fundamental de soluciones, en el mismo intervalo,

del sistema lineal homogéneo asociado a (11), entonces, la solucion general del sistema (11) en

I es
Ygnh =C1 "Y1+ C2 Y2+ ... +Cyp Yn + Yp, (12)

donde c1,¢co,...,c, €R.

16



Ejemplo 3.3. Considere el sistema lineal no homogéneo

. [13 122 — 11
Y = Y + . (13)
5 3 =3

Verifique que una solucion particular al mismo en (—oo;00) es

3z —4
Yp =
—5r+6

y encuentre la solucion general del sistema no homogéneo.

Solucién 3.3. En primer lugar, calculamos la derivada de y,, en efecto

Luego,

1 3 3z —4 12z — 11
Az) - yp = : +

5 3 -5z + 6 -3

3z —4 — 152 + 18 122 — 11
+

152 — 20 — 15x + 18 -3
—12x + 14 122 — 11
= +
—2 -3
3
-5
Probamos en el Ejemplo 3.2 que la solucién general del sistema lineal homogéneo asociado
a (13) es
6—2:5 Beﬁw
Ygh = C1 - +co - )

_6721 56693

con c; y ¢y constantes arbitrarias. Por lo tanto, la solucion general sistema lineal no homogéneo

es

e 2 3eb® 3rx —4
Ygnh = C1 * +co- +
—e % 5e5% —bx +6

17



— SECCION 4

Resolucién de sistemas lineales de primer
orden homogéneos con coeficientes

constantes: Método de los autovalores

Definicién 4.1. Se denomina sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes al

sistema lineal homogéneo de primer orden
Y'=A(z) Y

cuya matriz A(x) = A es constante. A saber, estos sistemas son de la forma

p

/I
Y1 = anyin 12¥Y12 ... AipYin
/
Yo = G21Y21  Q22Y22 ... Q2pnlYon
!/
\yn = 0p1Yn1 An2Yn2 -+ AnnlYnn

Es claro, que el sistema del Ejemplo (2.2) es un sistema lineal homogéneo con coeficientes

constantes, va que,
1 3

5 3

A=

En esta seccién vamos a estudiar un método de resolucién de sistemas lineales con coefi-

cientes constantes denominado Método de los autovalores.

Se Procede de forma analoga al caso de ecuaciones lineales con coeficientes constantes de

segundo orden. Se busca soluciones del sistema
Y =AY (14)

t

de la forma y(xr) = ve?, donde A € Ry v = (v; v3 ... v,)! es un vector columna de R".

Sustituyendo esta solucion en (14) se tiene que
Mel = A - vel”

18



Az

y dividiendo ambos miembros por e** se obtiene que

Av = \v

de donde resulta que

(A-X)v=0

donde I es la matriz identidad de orden n. La dltima igualdad equivale al sistema

(

(CLH — /\)U1 + ajve + ...+ a1V, = 0

a21vV1 + (a22 — )\)Ug + ...+ anv, = 0
(15)

[ @n1v1 + apv2 + ..+ (Gpn — N)v, =0

Por lo tanto, para determinar una solucion y no trivial de (14), se debe obtener una solucion
no trivial del sistema (15), es decir, que se debe calcular un vector v no trivial que cumpla con

(15). La condicion que se debe verificar para que (15) tenga soluciones no triviales, es
det(A — \I) = 0. (16)

La Ecuacion (16) se llama ecuacién caracteristica de la matriz A y p(\) = det(A — \I)
es un polinomio de grado n que se denomina polinomio caracteristico de la matriz A. Las
raices del polinomio caracteristico son los valores propios de A, por lo tanto, existen exacta-
mente n autovalores, contados de acuerdo con su multiplicidad.

Az

En resumen, y(z) = ve™ sera solucion del sistema (14) de ecuaciones diferenciales si, y solo

si A es un valor propio de A y v es un vector propio correspondiente a .

Una propiedad importante de los autovectores que sera muy 1til en lo sigue se presenta a

continuacion.

Propiedad 4.1. Sean \q,..., )\, autovalores distintos de una matriz cuadrada de orden n y
para cada ¢ = 1,2,...,n sea v; un autovector correspondiente al autovalor )\;,. Entonces los

vectores v1, Vs, ..., U, son linealmente independientes.
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Los valores propios de una matriz A cuadrada de orden n, pueden ser ntmeros reales o
nimeros complejos, iguales o distintos y ademas, tener diferente orden de multiplicidad. En lo

que sigue se analizan tres casos particulares.

4.1. Valores propios reales y distintos

Teorema 4.1. Sean \q,...,\, valores propios reales y distintos de la matriz A de co-
eficientes del sistema homogéneo (14), y sean v1,va, ..., v, los vectores propios corres-
pondientes. Entonces, la solucion general del sistema (14) en el intervalo (—oo,00)
es

Ygh = C1 V1 eMT 4 o9 €™ + L+ ¢ vy e (17)

Ejemplo 4.1. Encuentre la solucion general del sistema lineal homogéneo

—4 1 1 n
y=11 5 -1 |y]- (18)
0 1 -3 s

Solucién 4.1. Buscamos los valores propios de la matriz A y luego sus vectores propios aso-

ciados.
—4-X 1 1
det(A-=A)=| 1 5-Xx -1 |=—-(A+3)A+4)(A-5)=0
0 1 —3-A
por lo tanto, los valores propios son A\{ = —3, Ay = —4 y A3 = 5.

Para buscar los vectores propios asociados a cada valor propio, se debe resolver el sistema

(A=) v=0.
» Para A\; = —3 el sistema a resolver es (A + 3I|0), en consecuencia

-1 1 110 -1 1 1|0 -1 1 1|0 -1 1 1|0
Fo=F>+F; F3ZF3—%F2 }7‘2:%F2

1 8 -0 ——1 0 9 00—/ 0 9 00| ——1]10 10][0
0 1 0]0 0 1 00 0 0 00 0 0 00
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de donde v = 0 y v; = wv3. Tomando v; = 1, el vector propio y su vector solucion

correspondiente es

1 1
vi= |0 e yi=|0[-e
1 1
» Para A\; = —4 el sistema a resolver es (A + 4I10), el vector propio y su vector solucion
correspondiente es
10 10
v = | —1 e Y2 =\ —1 et
1 1

» Para A\; = 5 el sistema a resolver es (A — 5I|0), el vector propio y su vector solucion

correspondiente es

1 1
vy = | 8 e ys = | 8| €™
1 1

La solucion general de (18) es una combinacion lineal de los vectores solucion, por lo tanto,

10 1

1
Ygh =C1 | O et | 1] -e®™+.. . 4+¢, | 8] €7
1

1 1

4.2. Valores propios reales y repetidos

Definicién 4.2. Sea A una matriz cuadrada de orden n y m un nimero entero positivo. Si
(A — X\;))™ es un factor de la ecuacion caracteristica asociada a 1 amatriz A y (A — \;)™™! no lo

es, entonces ); es un valor propio de multiplicidad m de la matriz A.

Cuando se trabaja con una matriz A que tiene valores propios repetidos, se pueden presen-

tar las diferentes situaciones, tal como resume el siguiente teorema.
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Teorema 4.2. Sea A una matriz cuadrada de orden n.

1°) Si es posible encontrar m wvectores propios linealmente independientes
V1, Vg« ..y Uy correspondientes a un wvalor propio N\; de multiplicidad m,

con m < n, entonces la solucion general del sistema contiene la combinacion lineal

€101 €N 4 o9 €N 4 L+ Oy Uy €7

2 ) Si hay un inico vector propio que corresponde al autovalor \; de multiplicidad m,

entonces siempre se pueden encontrar m soluciones linealmente independientes de

la forma

Y1 = v;e"
Yo = v; TN+ uqg e
2

Yz = U; a BA’x +ux €>\1$ + ’U,2€>\1$
xmfl . xm72 . '
Ym =V ————— T f Uy ———— M b+ Uy 1€
(m—1)! (m — 2)!

donde v; es el vector propio asociado al valor propio \; y w; son vectores columna

con n componentes.

Observacion 4.1. Si la matriz A del sistema lineal de orden n, Y’ = AY, es simétrica,

entonces siempre es posible encontrar n vectores propios linealmente independientes.

Corolario 4.1. Bajo las condiciones del 2° caso del Teorema 4.2, consideremos que un auto-

valor \; cuyo unico autovector asociado es v;, entonces,

s Si \; es de multiplicidad 2, para encontrar wy se debe resolver el sistema
(A—XNIu; = v;.
s Si \; es de multiplicidad 3, para encontrar wy y ue se deben resolver los sistemas
(A= XNTDuy = v; Yy (A—NIT)us = uy.
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Demostracion. Como wv; es inico autovector asociado a A;, entonces se verifica

(A — )\ZI)'U, =0

Aix

» Si m = 2, reemplazando ys = v; z e + u e en el sistema (20), resulta

y; = Ay
0=Ay; — y;
0=A-(v;2eM +ueM®) — [v; M + vy % + \ugei®]
0 = Av; 2N + Auqe’® — v; N — \w; 2N — N\juq e
0 = 2" (Av; — \vy) + M (Aug — Nug — ;)
0=z (A—\NI)v; + 6/\”6[(44 —Ail)uy — vy

Como (A — \I)v; = 0 entonces (A — \;I)uy — v; = 0, de donde

(A — )\2I>’U,1 = V;

. 2 A A . .
» Sim = 3, reemplazando ys = v; 5} e +uy 1 eNT 4 ule® en el sistema (20), resulta que

y3 =A Y3
0=Ays —y,
22
=A-(v; S N 4wy x et 4+ u2e’\"x)
-
— [vy et + a)\ivi M 4 ug M+ Ny M 4 Nuge™T]
, !
0= %e’\”(A'vi — \;) + 2N (Auy — A\ug — v) + M (Aug — \ug — ug)
2
0= %eW(A — D + 2 [(A = NTDuy — v;] + e [(A = M Tug — u]

Como (A —\I)v; =0, entonces, (A—A\I)u; —v; =0y (A—\T)u; —v; = 0, de donde

(A — >\ZI)’U/1 = V; Yy (A — )\lI)'Ulz =Us.
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1° caso:

Ejemplo 4.2. Encuentre la solucion del sistema lineal homogéneo
1 4 —4 U1
Y'=14 1 4| |wpl- (19)
—4 4 1 Y3

Solucién 4.2. Como la matriz A es simétrica, van a existir 3 vectores propios linealmente

independientes.

det(A — \I) =0

—4 4  1-A
—A 3N+ 450 — 175 =0
—A+7)(A=5)2=0
En consecuencia, los autovalores de la matriz A son A\; = 7 con multiplicidad 1 y A\; = 5 con

multiplicidad 2.

1
El vector propio asociado a A\; es v;1 = | —1 | v dos vectores propios linealmente indepen-
1
dientes asociados a g son
-1 1
v2=| 0 y vz = |1
1 0
Luego, la solucion general del sistema es
1 -1 1
Ygp=cr- | —1|e“+ca- | 0 [ +es|1]e™
1 1 0
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2° caso:

Ejemplo 4.3. Encuentre la solucion del sistema lineal homogéneo

2 —4
Y = o (20)
-1 6 Y2
Solucién 4.3.
det(A— M) =0
2—-X 4

N —8\+16=0
A=4)>=0
Entonces, A\ = 4 es el tinico autovalor de la matriz A cuya multiplicidad es 2. Debemos buscar

dos vectores propios asociados a \; linealmente independientes, para ello resolvemos el sistema

Vi
(A —4I)vy; = 0 donde vy = '
Uly
F2 == F2 - %Fl
2-4 4 |0 2 4l0\ F=-3R 1 —2/0
(A —4I)0) = =
-1 6-4|0 -1 2|0 0 010
2
de donde vy, € R y vy, = 2vy,. Tomando, vy, = 1 se tiene que vy, = 2, por lo tanto, v =
1

y una solucion del sistema es

2

Yy = v’ = et
1
Es claro que v, es el tinico vector propio asociado a Ay, dado que, no es posible encontrar
Vor 2U2y .
otro vector vy = = que verifique vo # ¢ - v;. Entonces, debemos buscar otra
Vay Voy

solucion del sistema Y/ = AY de la forma

AT

Yz =virett + ueM®

= yo = v1 e + ue'®.
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Dado que (A—4I)v; = 0 por ser vy vector propio asociado a A1, entonces debemos encontrar

u = (uy, uy) que verique la condicion

(A—4@u = v;.
Por lo tanto, se tiene
B =F— %Fl
2-4 3 |2 —2 42\ Bh=-3A (1 —2/ -1
(A —4I|vy) = = >
-1 6-4|1 -1 2|1 0 0] 0
de donde u, = —1 + 2u, con u, € R. Tomando, u, = 1 se tiene que u, = 1, por lo tanto

u = (1,1), en consecuencia, la segunda solucion buscada es

2 1
Y2 = vy 2N +ueM” = yy = zel + et
1 1
Luego, la solucion general del sistema (20) es
4z 2 4z 4x
Ygh = C1 - e +co- re ' + e
1 1 1

4.3. Valores propios complejos

Teorema 4.3. Sea sistema lineal homogéneo con coeficientes ocnstantes de orden n
Y' = AY

y sean Ay = a+ 1 - B3, con a, B reales, un valor propio complejo de la matriz A y vy el
vector propio correspondiente a \i. Fntonces, las siguientes son soluciones del sistema
lineal homogéneo

AT — iz

Yy =1 € € Y2 = V1€

donde N\ y U1 son los conjugados de \; y vy respectivamente.
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Teorema 4.4. Sea sistema lineal homogéneo con coeficientes constantes de orden n
Y’ = AY

y sean \1 = a+1i-3, con a, B reales, un valor propio complejo de la matriz A y vy el vector
propio correspondiente a A\i. Entonces, las siguientes son soluciones reales linealmente

independientes del sistema lineal en cuestion en el intervalos (—oo; 00),

y1 = [Re(v1)cos(Bx) — Im(vy)sin(fx)] e**
Y2 = [Im<’01)008<6 33) + Re('vl)SZn(ﬁ:lj)] o

Ejemplo 4.4. Resuelva el P.V.I:

v/ 4 =5 Y1
5 —4 Y2
4
Y(©0)=|
\
Solucién 4.4.
det(A— M) =0
4— )\ -5
=0
5 —4 =\
M +9=0
Entonces, los autovalores de la matriz A son A\ = 3i y A = —3i.
El vector propio asociado a A\ es
44 31 4 3
V1 = = + 1
5 5 0
de donde,
4 3
Re(vy) = Yy Im(vy) =
5 0
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Debido a a = 0 y § = 3, las soluciones reales linealmente independientes del sistema son

4 3\ . 4cos(3z) — 3sin(3x)
Y1 = cos(3x) — sin(3z)| e =

5 0 5cos(3x)

3 4 3cos(3x) + 4sin(3x
Y = cos(3x) + sin(3z)| € = (32) (32)

0 5 5sin(3x)

Entonces, la soluciéon general es
4cos(3z) — 3sin(3x) 3cos(3x) + 4sin(3z)
Ygh = C1* +co-
5cos(3x) bsin(3x)

o equivalentemente

(4dey + 3e2)cos(3x) + (4dey — 3cq)sin(3x)
Ygh =
! 5¢1 cos(3x) + 5eg sin(3x)

En la Figura 1 se observa un diagrama de fase donde estan representadas algunas graficas de
las curvas o trayectorias definidas paramétricamente por la solucion general del sistema. Para

la representacion paramétrica se considera la variable independiente ¢ y se representa

(4dey + 3eg)cos(3t) + (4dey — 3¢q)sin(3t)
5ey cos(3t) + beg sin(3t)

at) =

para diferentes valores de ¢; y co.

eaa=—3yeca=0
1 1y ez 2
e1=05yecz=—-1.5

cp=0ye=1

N\

%
N

Figura 1: Diagrama de fase del sistema presentado en el Ejemplo 4.4
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2
La condicion inicial es que Y (0) = entonces,

-2 = 401+302 Cy = —2
5 = 501 cT = 1

Luego, la solucion del P.V.I es

) 4cos(3z) — 3sin(3x) 5 3cos(3x) + 4sin(3x)
Yp=1- ~2.
Y 5cos(3x) bsin(3x)

que equivale a
—2co0s(3x) — 10sin(3x)
5cos(3x) — 10sin(3x)

Puede observarse en la Figura (1) la trayectoria especifica definida paramétricamente por la
solucion particular z(t) = —2cos(3t) — 10sin(3t) e y(t) = bcos(3t) — 10sin(3t) en color naranja.

Ademas, es facil notar que esta curva pasa por el punto (—2;5).
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— SECCION 5

Resolucién de sistemas lineales de primer
orden no homogéneos: Método de variacién

de parametros

Si {y1,Y2,...,Yn} es un sistema fundamental de soluciones del sistema lineal homogéneo

Y’ = AY en el intervalo I, entonces su solucion general en el intervalo es la combinacion lineal

Ygh =C1 Y1+ C2 Y2+ ...+ Ch Yn, (21)

que puede ser representada matricialmente por:

Y11 Y21 Ynl 1yt + Y2+ .-+ Yin

Y21 Y22 Yn2 ColYo1 + CoYoo + ... + Yop
Ygh =C1-| | +c2- | |+ FCn i = ]

Yn1 Yn2 Ynn CnlYni + CoYn2 + ...+ Ynn

Por lo tanto, la solucién general del sistema lineal homogéneo puede escribirse como

Ygr = P(2)c
donde ¢ es un vector columna de n constantes arbitrarias ¢, ca, ..., ¢, y ®(z) es una matriz
cuadrada de orden n de la forma:
yu(z) ye(@) ... yw(z)
®(z) = 921‘(95) y(x) . y2a(@)
Yn1 () Yn2() - Ynn(2)

Definiciéon 5.1. La matriz ®(z) se denomina matriz fundamental del sistema Y’ = AY

en el intervalo I.
Propiedad 5.1. La matriz fundamental ®(x)tiene las siguientes propiedades:
» ®(x) es no singular, es decir que su determinante es no nulo.
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» Si ®(x) es una matriz fundamental del sistema Y’ = AY', entonces,

D' () = A®(x).

Teorema 5.1. (Método de Variacion de los pardmetros). La solucion general del sistema
lineal no homogéneo
Y' = AY + b(z) (22)
en el intervalo I es
Ygnh = ®(z)c + ®(2) / &1 (2)b(z)dt. (23)

donde ®(z) es la matriz fundamental del sistema homogéneo asociado a (22) en el inter-
valo I, ® ' (x) es la matriz inversa de ®(x) y ¢ es un vector columna de n constantes

arbitrarias ¢y, co, ..., Cp.

Demostracion. Por el Corolario (3.2) sabemos que la solucion general del sistema lineal no

homogéneo (22) en el intervalo I es de la forma

Ygnh = Ygh + Yp, (24)

donde y, es una solucion particular de (22).

Como la solucion general del sistema homogéneo Y’ = AY asociado a (22) es igual a
Ygr = B(2)C (25)

donde ¢ es un vector columna conformado por n constantes arbitrarias ¢y, co, ..., ¢, y ®(z) es

la matriz fundamental del sistema lineal homogéneo, sélo resta buscar y,,.
Dado que la solucion general del sistema homogéneo es y,n, = ®(x)c, es natural buscar una

solucion particular de (22) reemplazando en (25) el vector ¢ por una funcion vectorial u(x) de

la forma
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Por lo tanto, la funcion particular que se busca esta representada por la expresion
yp = P(2)u(x),

y cuya primera derivada es

Y, = ®(x)u(r) + ®()u'(z)
Reemplazanodo y,, e y, en el sistema (22) si tiene
y;, = Ayp + b(x)
@' ()u(r) + ®(2)u' () = AP (z)u(zr) + b(x)
A®(r)u(z) + ®(x)u'(z) = A®(z)u(z) + b(x)
®(z)u(z) = b(x)
Multiplicando ambos miembros de la tltima igualdad por ®!(x) se obtiene:
W(z) = & (2)b(z) = ulz) = / & (2)b(x)dx.
Dado que y, = ®(z)u(x), entonces,
y, = ®(z) / &~ (2)b(z)da.

Por ultimo, reemplazando la solucion general (Ecuacion 25) y la solucion particular anterior

en (24), se obtiene que la solucion general del sistema lineal no homogéneo (22) es

Yy = B(z)c + B(2) / &~ (2)b(x)dz.

Ejemplo 5.1. Encuentre la solucion general del sistema

2 —4 Y eb®
Y = A7)+
-1 6 Yo e

—~

26)

Solucién 5.1. En el Ejemplo 4.3 obtuvimos que la ecuacion general del sistema homogéneo
asociado es
2 1 2ei? 2rel® 4 e1®

Ygh = C1 e + ey - ret 4 M =c - +co-
1 1 el ret® + e,



Por lo tanto, la matriz fundamental asociada al sistema lineal homogéneo y su inversa son

2ei%  Qxelt 4 etv . ol 2zl
B (z) = P (z) =
P relr + el _64% %

Luego, se tiene que la soluciéon particular del sistema es

%_@@/éﬁmw@m

264;3 2xe4z + 64;3 / czjzl _2:44;1 eﬁw p
= T
e4x .756496 + 64x _5% % 36450
2e%7 2xe’™ + el® e (x+1)—6x—3
= dx
6433 l‘€4x + 64:1: _€2x +6
2etr 2pel 4 ed® swe® + 1 — 32 — 3z
64:p {['6433 + 64:p _%62:1: + 6x
6x2et®
= 6x
3x?el” 4 3wel” — -
Por lo tanto, la solucion general del sistema (26) es
2etr 2pet 4 et a1 6a2et”
Ygnh = + )
6x
et gt 4 et Co 3x?el” + Bwel — o
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— SECCION 6

Conclusiones

En este estudio se comienza con la definicion los Sistemas de Ecuaciones Diferenciales y el
caso particular cuando las ecuaciones que conforman el sistema son lineales, lo que da lugar a
los Sistemas Lineales de primer orden. Ademaés, se clasifica a estos sistemas lineales en homo-

géneos y no homogéneos.

Se presenta la estructura que tienen las soluciones de los sistemas lineales, fudamentada
mediante diferentes Teoremas, Corolarios y Proposiciones ttiles para desarrollar los métodos
convenientes para resolver los sistemas lineales de primer orden cuya matriz asociada esta
formada por constantes. En este aspecto, se presentan dos métodos de resoluciéon segin el
sistema sea homogéneo o no homogeneo, para el primer caso se desarrolla el Método de los
Autovalores y para el segundo, el Método de Variacion de los Parametros. En relacion al Método
de los Autovalores se consideran tres situaciones que pueden darse en funcion de los valores
propios de la matriz de coeficientes correspondiente al sistema lineal homogéneo: valores propios

reales y distintos; valores propios reales y repetidos; y valores propios complejos.
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