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En este Trabajo Practico se ofrece una amplia coleccién de ejercicios, en la que los mas

complicados estan marcados con el simbolo *.

Se espera que los estudiantes comprendan el concepto de distancia y la estructura de
espacio métrico; y que resuelvan los ejercicios propuestos utilizando los conceptos
desarrollados en las clases tedricas.

Se abordaran actividades como la utilizacion de los conceptos basicos asociados a la nocién
de espacio métrico; interpretacion de definiciones; reconocimiento, utilizacion 'y
demostracion de las propiedades sencillas de la topologia métrica con el propésito de

estimular el pensamiento critico y reflexivo.

1. Parax = (x1,x3),y = (y1,y2 ) € R?, definimos

do (x,y) = min{|x; —y1l,|x2 — y21}.

¢Es d, una métrica en R2?

2. Sea f:E — E una funcién inyectiva. Demuestre que d(x, y):|f(x)— f(y) es una

distancia sobre E.

3. En cada uno de los siguientes ejercicios (E,d) no es un espacio métrico. ¢ Por qué?
(@ E=R,d(xy) = (x—y)?

(b) E =R?, d(x;y) = d((xpxz): (3’1;3’2)) = (01 —y1)* + (x3 — y2)?

(c) E= R?, d(x;y) = d((xpxz), (3/1:3’2)) =min {|x; —y1l, 1%z — 2}

(d) E = {todas las funciones f : [0,1] — [—4;4]}, d(f,g) =1f(1/2) — g(1/2)|
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4. Si (E,d)es un espacio métrico y consideramos X, y, X' e y' elementos cualesquiera de

E, pruebe que:

d(x,y) —d(x,y)<d(x,x)+d(y,y)

5. Sea (E,d)un espacio métrico. Sobre él se definen d{ y d3 del siguiente modo:
di(x,y) =minfl, d(x, y)}

, _d(xy)
) = a0y

Demuestre que d, y d, son métricas sobre E.

6. Consideremos el espacio E = Cg[0,1] = {f:[0,1] — R, f continua}. Demuestre que si

definimos:

d(f,9) = [,1f(x) — g(x)|dx paratodo f,g € E

da(f,9) = supxejo,tlf (x) —g(x)|} paratodof,g €E

entoncesd y d, son métricas. Luego (E,d ) y (E,d4 )son espacios métricos.

7. Sean X, y puntosde R"y sea

d,(%,9) = [2@- - yl-)2]
i=1

Pruebe que (R",d,) es un espacio métrico. (d,es llamada la métrica euclidea de R™ ).

1/2

*8. Sea p>1; (R, d,) donde d,(%,7) = [L1-,(x; — y;)P]'/P. Demuestre que (R, d,) es un

espacio métrico.

*9. Sea S(R) = {x = (Xp)nen: Xn E R, X5, x2 < o0}. Six = (x,,), y = (y,) definimos:

d(x,y) = [2% 1 (x, — yn)?1Y/2
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Pruebe que (S(R),d) es un espacio métrico. S(R) se llama Espacio de Hilbert y se lo suele

notar por [,.

10. Definicién. d: E x E — R se dice una pseudométrica si verifica:
1) d(x,x)=0
2) d(x,y) =d(y,x)
3) d(x,y) <d(x,z) +d(zy)
Si d es una pseudomeétrica sobre E 'y x,y € E, definimos una relacion binaria sobre E por
x=qgye dx,y)=0
Se pide:
(a) Pruebe " =, " es una relacion de equivalencia sobre E.
(b) Dados x,y,z,w € E talesque x =4 y Y z =4 w demuestre que d(x,y) = d(z,w)

(c) Sean x,y € (E/~,4) (x =clase de x ={z € E:z=,x}). Dados a € x y b € y definimos

d(x, y) = d(a, b). Pruebe que d es una métrica en (E/=4), que se llama asociada a d.

(d) Sea e(%,y) = |x; —y;| para todo X,y € R%; % = (x1,x5),¥ = (y1,5,). Pruebe que € es

una pseudométrica. ¢, (R?,e) es un espacio métrico? Justifique la respuesta.

11.Una rotacién de punto x alrededor del origen en sentido contrario a las agujas por un

angulo 6 denotado por:

Flx) = (cos@ —sin@) x

sinf@ cos@

es una isometria sobre (R?, d,).

12. Demuestre que toda isometria f: (R,| |) = (R,| |) cumple que

fxX)=a+x 06 f(x) =a—x.

13.Sea (E,d)unE.M.yseanx,y € E,ACE,A #+ 0, pruebe que:

|d(x, A)=d(y,A) [<d(x,y)
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14. Sean (E, d) un espacio métrico, a 'y b elementos de E, ry s numeros reales positivos. Si

x € B(a,r) mn B(b,s). Demuestre que existe una bola abierta 5 >0 tal que

B(x,8) < B(a,r) nB(b,s).

15. Dado el subconjunto de R?
A={(x,y) ER?: y =x%} ={(x,x®): x €R}

Calcule d,((2,0),4) y de ((2,0),4).

16. Dados el espacio métrico (R?,d,) y los subconjuntos de R?
A={(x,y) ER?: x2+y2=1}yB={(x,y) ER?: x +y =2}

Calcule d(4, B).

17.Consideremos E = Cy[0, 2] = {f: [0, 2m] — R, f continua} con la métrica:

da(f, 9) = supxejo2m{lf (x) —g(x)|} paratodo f,g € E
y el conjunto
A={senx +k: 0< k < 1}

(a) ¢Cual es la distancia de la funcién f(x) = x? + 2 al conjunto A?
(b) Si

B ={cosx + k:2 <k < 3}

¢cuanto vale d(4, B)?

18.Sea (E,d)unE.M, AL BcC E, A= J,B =, entonces:
@ AcB—>5(A)<s(B)
(b) 6 (AUB)<5(A)+5(B)+d(A,B).
¢Qué ocurresi ANB = ?

©) 5(A) =0« A={a}
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19.Sea (E,d) un E.M, pruebe que B(xq,7); B.(xq,7); Bor(x9,7); SOn conjuntos

acotados.

20.Sea E = R, parax,y € R se defined (x,y)= |x|+|x—y|+ |y|]. Demuestre que d es

una métrica sobre R.

Ademas demuestre que la bola abierta centrada en O de radio e con la métrica d es igual al
intervalo (—&/2,¢/2) (bola centrada en 0 con la métrica usual). Analice como son las bolas

abiertas centradas en cualquier elemento no nulo y € R, con la métrica d.

21.Seael EM. (R, d;) ysean A, B subconjuntos no vacios de R.
(a) Determine dr (A, B).
(b) Sean A=[01)y B = (1,4] subconjuntos de R. Calcule la distancia de A a B usando:

i) la métrica usual,
ii) la métrica discreta.

(c) Sea (E,d) unE.M.ysean A, B subconjuntos no vacios de E.

Demuestre que si AN B = &, entonces d(A,B)=0.

*21. Enel EM.(R",d,),p >1, pruebe que todo hipercubo H es acotado.

22.Sean Ay B conjuntos acotados en un E.M. (E,d) . Demuestre que AU B es un

conjunto acotado.

Deduzca que una union finita de conjuntos acotados en E es un conjunto acotado.

23.Sea (R; | |)ysead =[0,1] € R. Pruebe que A es totalmente acotado.

24. Es la union de dos conjuntos totalmente acotados, ¢un conjunto totalmente acotado?
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25.Sea (E,d) un espacio métrico y sean Ay B subconjuntos no vacios de E tales que

A € B C E. SiB es totalmente acotado. Demuestre que A es totalmente acotado.

26. Pruebe que en un espacio métrico discreto, un conjunto es totalmente acotado si y solo

si es finito.

27.Con 0 denotamos el origen en R™, asi 0 = (0; 0) en R?, y 0 = (0; 0; 0) en R3.

Represente graficamente las bolas B(0; 1) y B-(0; 1) para cada uno de los siguientes

espacios métricos (E, d):

(@ E =R%d (%,5) = d;(,9)

(b) E =R%d (%) = 3 dr(Z ) + i (E )

(c) E=R%*d(*y) = d((xpxz); (3’1r)’2)) =3{/|x1 P+ lx = y,l3

(d) E =R3,d (xy)=d,(%,¥), (la métrica euclidea en R3)

28. Definicion. Sea (E,d) un espacio métrico, sea ASEy seax € E. Se dice que un

punto a € A es “el punto méas cercanode Aax”sid (x,a) = d (x; A).

(a) Demuestre que six € A entonces, x es el punto mas cercano de 4 a x, y no existen

otros puntos mas cercanos a A que x.
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(b) Demuestre que si tomamos (E,d) = (R; | |)y x € R, entonces cada conjunto A € R
contiene ninguno, uno o dos puntos mas cercanos a x. Dé ejemplos para mostrar que

cada una de estas posibilidades pueden ocurrir.

29.Sea (E,d)unEM., r eR,r >0, X, € E. Pruebe que:
(@) B(X,,r) < B.(X,,r).
(b) B (Xo,1) = Be(Xo.1).
(c) B, (X4,1)=B:(X,,1)—B(X,,1).

(d) B(Xo:F) M By (X,1) =&

30.Sea f:(E,d) — (E',d") unaisometria. Demuestre:
(@) f esunaisometria.
(b) d es discreta <> d' es discreta.
(c) i) F(B(Xy, 1)) = B(f (x,).1).
i) £(Bc(Xo,1)) = Bc(f(Xo).1).
iii) £ (B (X0,1)) = By, (f (%), 7).

(d) A es acotado en E <> f(A)es acotadoen E'.

31.Pruebe que la aplicacion f : R? — R? definida por f(x;,x,) = (x; + x,,x; — x, ) €S una
isometria de (R?,d,) en (R?,d,).

Sugerencia: Usar que si a y b son numeros reales, entonces se verifica:

E(a + b)| + |%(a - b)| = max{|al, |b|}

32.Dado un espacio métrico (X, d) y dos puntos x,z € X se define el conjunto igualdad de la

desigualdad triangular E; (X, d) del siguiente modo:
E;(x,z) ={y € X:d(x,2) =d(x,y) +d(y,2)}

Pruebe que si f: (X,d) — (X,d") es unaisometria, entonces
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Eq/(f(x), f(2)) = Eq(x,2)
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