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RESUMEN

En este trabajo se presenta una propuesta de situaciones problematicas del campo de las
Ciencias Naturales, donde es necesaria la aplicacién de herramientas de la Matemaética. Se
propone abordar el contenido funciones, en particular la funcion exponencial, en los distintos
ejes tematicos de la curricula de Matematica que se dicta en primer afio para las carreras de
Profesorado en Quimica y Ciencias Biologicas en la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad Nacional de La Pampa.

Se comienza caracterizando este tipo de funciones asociadas a fendmenos naturales v,
siguiendo los fundamentos tedricos de Duval, se hace hincapié en la interaccion entre
diferentes registros de representacion para lograr un aprendizaje significativo. Siendo la
asignatura de régimen anual, en la segunda mitad del afio, se planifica aplicar las
herramientas del calculo diferencial e integral al estudio de funciones exponenciales.
Incorporar algunos lineamientos de la ensefianza basada en resolucién de problemas
aplicados a fendmenos quimicos y bioldgicos, tiene como objetivo resignificar el rol de los
contenidos de la Matematica y desarrollar en los estudiantes ciertas habilidades como
capacidad de argumentar, despertar el interés por la ciencia y razonamiento critico.

INTRODUCCION

Para los estudiantes universitarios de Quimica y Biologia, Matematica es una asignatura del
primer afio de sus carreras, es asi que los docentes tratan, y es conveniente mostrar desde un
inicio, aplicaciones basicas y sencillas para responder a preguntas como “;para qué nos
sirve?”, “;cuando lo aplicamos?”, entre otras.

La experiencia de dictar las clases de esta disciplina en primer afio, nos hace repensar la
practica docente, mas aun cuando la desercion es importante por distintos motivos, en
particular la ausencia de interés por no encontrarle sentido a la misma.

En algunas entrevistas realizadas a docentes de asignaturas de estas carreras sobre qué temas
de Matematica consideran necesarios para desarrollar en sus respectivos espacios
curriculares, mencionaron en general incrementar las actividades que involucren la operatoria
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con nameros, expresiones algebraicas, funciones, como asi también conceptos y temas del
calculo diferencial e integral.

Sobre la base de esta informacion, en esta propuesta abordaremos situaciones problemaéticas
significativas en las que sea necesaria la aplicacion de objetos matematicos, en respuesta a la
solicitud de los docentes y estudiantes.

MARCO TEORICO

En el campo de la ensefianza de las Ciencias Naturales, uno de los objetivos es el de obtener
modelos matematicos que describan fendmenos y permitan comprender mejor la dependencia
entre diferentes magnitudes.

El lenguaje tiene un papel muy importante en el proceso de ensefianza aprendizaje de la
Matematica, pues detrds del mismo, subyacen distintos objetos; en particular el concepto de
funcion y en el, en forma implicita, aparecen otros, como variables, dependencia,
transformacion, dominio, imagen y paridad.

Las actividades matematicas, segin Duval, 1998, ocurren cuando realizamos trasformaciones
sobre los registros de representacion, estas representaciones externas, como enunciados en
lenguaje natural, férmulas algebraicas, graficos, entre otros, permiten a los individuos
exteriorizar sus representaciones mentales y lograr que los objetos matematicos se tornen
accesibles. El éxito de la interaccidn entre los diferentes registros, es un indicador del logro
del aprendizaje sobre objetos matematicos en estudio.

Duval (1998) define las representaciones semidticas como producciones constituidas por el
empleo de simbolos que pertenecen a un sistema de representacion, el cual tiene sus propias
limitaciones de significacion y funcionamiento. Para que un sistema semiotico pueda ser un
registro de representacion, debe permitir tres actividades cognitivas fundamentales:

1. Laformacion de una representacion en un registro dado.

2. El tratamiento de una representacion, que es la transformacion de esta
representacion en el registro mismo donde ha sido formada. El tratamiento es una
transformacion interna en un registro.

3. La conversidn de una representacion, que es la transformacion de esta representacion
dentro de otro registro conservando la totalidad o una parte del contenido de la
representacion inicial.

En la actividad matemaética es fundamental movilizar y coordinar varios registros de
representacion semidtica en una situacion dada y seleccionar el registro mas adecuado.

Duval llama semiosis a la aprehension de las representaciones semidticas y noesis a la
aprehension conceptual. Afirma que no hay noesis sin semiosis, lo cual significa que no hay
acceso al objeto matematico, sino a través de sus representaciones.

En relacién al concepto de funcion se considera que las representaciones asociadas se pueden
clasificar en cuatro grandes grupos: registro verbal, tabular, grafico y algebraico. Cada uno de
estos registros activa diferentes procesos cognitivos. La expresion algebraica se relaciona con
la capacidad simbdlica, la tabular se relaciona con el pensamiento numeérico, la grafica con
las capacidades de visualizacidn y se relaciona con el pensamiento geométrico, finalmente la
expresion verbal se relaciona con la capacidad lingtistica, fundamental tanto para interpretar
y relacionar las otras representaciones como para desarrollar la capacidad de argumentacion.
Cada una de estas representaciones pueden expresar un fendmeno de cambio, una
dependencia entre variables como expresion de una funcion.

Aunque es deseable que los estudiantes interactien entre las distintas representaciones,
incluso dentro de un mismo registro, algunas de estas transformaciones se consideran méas
dificiles de llevar a cabo que otras (por ejemplo el paso de la representacion gréfica a la
algebraica), sin embargo en la actualidad el uso de software matematico como el GeoGebra



VI REPEM - Memorias Santa Rosa, La Pampa, Argentina, Agosto 2016

permite y facilita la interaccion entre los diferentes registros de representacion. Mediante el
desarrollo de secuencias didacticas distintas a las tradicionales, propiciando un medio en el
que el alumno pueda explorar, conjeturar, analizar, verificar ideas, asi como desarrollar
habilidades y estrategias que le serviran a la hora de resolver situaciones problematicas.

Para facilitar el interés cognoscitivo de los estudiantes, pueden seleccionarse problemas que
resulten significativos, de modo que muestren el porqué del funcionamiento de las cosas, y la
necesidad de satisfacer condiciones dentro de una situacion perteneciente a la aplicacion
practica de conceptos y teorias.

En la resolucion de problemas no solamente hacemos referencia a calculos numéricos, lo
importante es que haya algo que buscar o un enigma que aclarar dentro de un contexto bien
planteado. Como requisito previo es importante ensefiar el lenguaje o la nomenclatura usual
en Matematica para poder efectuar los planteos en forma correcta. (Garcia, 2003)

DESARROLLO

El desafio de la ensefianza de la Matematica para las carreras de Biologia y Quimica, es
vincularla con sus aplicaciones para darle significado, y no se convierta en una mera
manipulacion de simbolos sin sentido. Esta asignatura se dicta en primer afo, es de régimen
anual y los contenidos abarcan temas tales como conjuntos numeéricos, expresiones
algebraicas, funciones, ecuaciones, inecuaciones, matrices, vectores, como asi también el
célculo diferencial e integral.

En este trabajo se propone presentar la funcion exponencial, la cual puede ser abordada en los
distintos ejes tematicos de la curricula: en las primeras unidades se plantea trabajar con las
representaciones tabulares y gréaficas; luego formalizar utilizando el registro algebraico; y por
altimo aplicar las herramientas del calculo diferencial e integral para resolver problemas de
mayor complejidad.

El objetivo es que el estudiante internalice este tipo de funciones, al mismo tiempo que
identifique distintos fendbmenos de las ciencias naturales que las mismas describen. Es por
esto que se trabajara con problemas de aplicacion tales como: Desintegracion radiactiva,
Crecimiento de un cultivo, Crecimiento bacteriano, Poblacién, entre otros. Uno de los
primeros problemas propuestos es el siguiente:

Problema 1: Desintegracion radiactiva

El isétopo del Polonio #*°Po tiene una semivida aproximada de un periodo de 140 dias, es
decir, dada cualquier cantidad, la mitad de ella se desintegrara en 140 dias. Si al principio hay
20 mg de %Py, completar la siguiente tabla con la cantidad de este is6topo que queda
después de cierto tiempo y representar graficamente.

Periodo 0 1 2 3 4
t (tiempo en dias) 0
Masa del is6topo restante 20

La importancia de este problema es que, sin necesidad de trabajar con expresiones
algebraicas, se pueden generar resultados y obtener predicciones. De esta forma se pretende
que el estudiante tenga una primera aproximacion al registro tabular y grafico de una funcion
exponencial. Mientras que la estructura en forma de tabla ayuda a organizar datos y mostrar
la relacion entre variables, los graficos son un complemento importante para visualizar en
forma global el comportamiento de las cantidades.
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Periodo 0 1 2 3 4
t (tiempo en dias) 0 140 | 280 | 420 | 560
Masa del is6topo restante 20 10 5 25 | 1.25

La grafica de la funcion se visualiza con ayuda del software GeoGebra:

mit)

25
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Gréfico Problema 1: Desintegracion radiactiva

La propuesta debe continuar con la formalizacion en el registro algebraico del problema que
corresponde a la funcidn exponencial, como se muestra a continuacion.

Periodon =0 t=20

Periodon =1 t =140.1 = 140

Periodon = 2 t =140.2 = 280

Periodon =3 t = 140.3 =420

Periodon = 4 t =140.4 = 560

Generalizando:

Periodon t=140n

m0=20
= 20 1—10
my; = 5=
20 2. 220.(3) =5
m, = 5= \3) =
20.(5) 2=20.(2) =2
Ms=20\z) 27\2)

Asi se muestra al estudiante la expresion de la masa del isotopo restante luego de cada
desintegracion, que depende de la masa inicial del is6topo (20 mg) y de una potencia de base
% (media desintegracion) y exponente igual al periodo de tiempo n.
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t
t 1\140
Como n = 120 se puede expresar  my = 20. <§>

Por ejemplo se puede verificar que luego de 420 dias es decir t = 420 la masa se reduce a:

420

M2y = 20 .(3)"*° = 20. (%)3 = 2.5mg

Luego de presentar un ejemplo de los tres registros de representacion de una funcion
exponencial en particular, se muestra que la forma general de éste tipo de funciones responde
a la expresion:

f(x)=k.a* Q)
Siendo el parametro k una constante real cualquiera, mientras que a debe ser mayor que cero.

Seguidamente, para que los estudiantes puedan aplicar esta funcion en situaciones similares
se presenta otro problema:

Problema 2: Poblacion de Moscas

Supdngase que una poblacion experimental de moscas de la fruta aumenta de acuerdo con la
ley de crecimiento exponencial. Si hay cien moscas tras el segundo dia de experimento y 400
tras el cuarto dia

a) ¢Cuantas moscas habia en la poblacidn original?
b) ¢ Cuantos dias deberan transcurrir para que la cantidad inicial se duplique?
c) ¢Cuantas moscas habra 72 horas después del inicio del experimento?

En este tipo de problemas, es necesario primero que el alumno comprenda el significado
explicito en el enunciado “...aumenta de acuerdo con la ley de crecimiento exponencial”,
este dato es fundamental para poder encontrar la formula de la funcién exponencial la cual
permitira luego facilitar la tarea de calculo. La expresion es hallada planteando un sistema de
ecuaciones que surgen de reemplazar los datos del problema en la formula.

(2,100) > [ 100 = k. a?
(4,400) > |400 =k .a*

Resolviendo el sistema, se hallan los valores de los parametrosa =2 y k = 25
Obteniendo asi la funcion exponencial: f(x) = 25.2*

Se observa en estos problemas que las funciones exponenciales son de base Y2 en el primero y
2 en el segundo, como consecuencia de fendmenos quimicos y bioldgicos, que ocurren en la
desintegracion de sustancias radiactivas y en el crecimiento de ciertas poblaciones.

Una tercera base muy importante es el niUmero e, que es la base de los logaritmos neperianos,
introducida por el matematico John Napier (1550-1617). En biologia es particularmente
importante pues surge de la observacion del crecimiento o decrecimiento de poblaciones de
bacterias.

Las potencias de e son utilizadas en numerosos modelos matematicos que se conocen como
crecimientos o decrecimientos exponenciales. La funcion dependiente del tiempo t, de la
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forma f(t) = ke, corresponde a un crecimiento exponencial y, f(t) = ke~ ** corresponde
a un decrecimiento exponencial, siendo k una constante real cualquiera y a una constante
positiva.

El siguiente problema es una aplicacion a la quimica, de un decrecimiento exponencial:

Problema 3: Desintegracion de elementos radiactivos

El Radio se desintegra a una velocidad proporcional a la cantidad presente segln la ecuacién
y = ke~ %, Se ha comprobado ademéas que en 1600 afios desaparece la mitad de la cantidad
inicial. Hallar:

a) La formula de la funcion que represente la desintegracion del Radio como funcion del
tiempo t.
b) La cantidad perdida al cabo de 100 afios.

A continuacion se muestra la resolucion correspondiente:

Como el modelo de desintegracion que representa el problema es y = ke~ %¢, se deben hallar
los parametros a y k.

Para t = 0 la cantidad inicial de Radio es y ) = ke ™*° — y) =k

Siendo que en 1600 afios desaparece la mitad de la cantidad inicial, Yyeo0) Sera

1 1
Y(eo00) = 3Y©0) = Ek 2

Considerando el modelo de decrecimiento exponencial, yeo0) Se expresa:

Y@eo00y = ke™1600% (3)
Por igualacion de (2) y (3)
~k = k16004 4)
Simplificando k
1_ e —1600 (5)

2

Aplicando logaritmo natural en la expresion anterior y la propiedad de la potenciacion de los
logaritmos

ln% = —1600a.lne (6)
Buscamos una expresion para o
Ins
2 —
“1e00 ¢ Q)
—ni=a (8)
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Multiplicando miembro a miembro por t

L ni=—at 9)

1600 2

Por propiedad del logaritmo de una potencia

t

() = -at (10)

Reemplazando -at en la ecuacion inicial y = ke~ se obtiene

_t
3)1600

y = k.emG (11)

Teniendo presente que la funcién logaritmo natural y la funcién exponencial de base e son
funciones inversas entre si, se obtiene:

t

y=k(E)™ )
Respondiendo a lo solicitado en el item a).

Para hallar la cantidad perdida al cabo de los 100 afios, sustituimos en la ecuacion anterior t
por 100 entonces

100/1600

y(100) = k (§> ~ 0,9576 k

Hasta esta instancia la intencion es mostrar la funcién exponencial expresada en sus
diferentes registros de representacion, en el marco de distintos fendmenos quimico-biolégico.

Para el segundo cuatrimestre de la cursada de Matematica se propone seguir trabajando con
este tipo de funciones aplicando el calculo diferencial e integral. En un contexto de las
Ciencias Naturales ejemplos concretos son la velocidad de crecimiento de un cultivo, de una
poblacién o decaimiento radiactivo, que se citan a continuacion.

Problema 4: Crecimiento de cultivo

Una funcién exponencial W tal que W) = Wye*t para k > 0, describe el primer mes de
crecimiento de cultivos como maiz, algodon y soja. EI valor de la funcion W, es el peso
total en miligramos; W, es el peso en el dia del brote y t es el tiempo en dias.

a) Sik=0.2 y W, = 68 mg para una especie de soja, predecir el peso al final de 30 dias.

b) Para una especie de algodon, si k = 0.21 y el peso después de 10 dias es de 575mg calcular
W.

C) 0Hallar la razon de cambio del crecimiento de este tipo de cultivos con respecto al tiempo.

Los apartados a) y b) se resuelven aplicando los datos del problema en la funcién de
crecimiento exponencial W.

Para obtener la razon de cambio que solicita el apartado c), se utiliza el concepto de derivada
asi como las reglas de derivacion correspondientes.
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La siguiente actividad, idéntica al problema 3, pero enunciada como aparece en los libros de
Quimica, tiene por objeto aplicar conceptos tedricos apropiados como son los
correspondientes al célculo integral, revalorizando la relacién entre derivada y antiderivada
COMO operaciones inversas.

Problema 5: Desintegracion de elementos radiactivos

El Radio se desintegra a una velocidad proporcional a la cantidad presente. Se ha
comprobado ademas que en 1600 afios desaparece la mitad de la cantidad inicial.

Si y es la cantidad de Radio presente en un instante t, la velocidad de desintegracion en t,
V(y), S€ expresa:

_ Yo
Vo =g ~ Yo

Donde el signo negativo indica que dicha velocidad es cada vez menor al haber menos
cantidad de elemento a medida que transcurre el tiempo.
Hallar la ecuacién de desintegracion asi como la cantidad perdida luego de 100 afios.

A continuacion se desarrolla la situacion anterior para obtener la expresion de la funcién
exponencial del problema 3.

Si bien el concepto de ecuacion diferencial no esta en la curricula de Matematica, los
estudiantes pueden resolverla recurriendo a los conocimientos de derivada y antiderivada
estudiados previamente.

Ya que la derivada de la funcién In(y) es 1/y, pueden inferir entonces que la antiderivada de la
funcion 1/y es In(y) teniendo presente que y>0.

La ecuacion presentada en el problema 5 puede reescribirse como:

DO _ g dt (13)
Y@©

Aplicando los conocimientos correspondientes a derivada y antiderivada, y sabiendo que la
expresion y(t) tiende a cero pero nunca llega a ese valor (por consiguiente es derivable para
todo y mayor gue cero), se obtiene:

i % =[—adt (14)
de lo que se deduce que:
In |y(t)| =—at+C (15)

Es decir que la ecuacion correspondiente a la desintegracion de Radio es: y) = e~ **C que
puede escribirse como: y ) = e~ eC teniendo presente que e es una constante, digamos k
se obtiene finalmente: y) = k.e~%. A partir de la expresion de y se procede a resolver la
situacion como se mostro en el problema 3.

Con este problema se muestra un ejemplo de las ventajas que presentan ciertos contenidos de
la curricula para ampliar el andlisis de una situacion problema en particular.
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Se facilita el interés cognoscitivo de los estudiantes, al presentar este tipo de actividades que
tienen un significado especial y los motiva a trabajar con mayor dedicacion en temas
especificos de sus respectivas carreras.

CONCLUSIONES

La propuesta presentada, consideramos orientara a los estudiantes a que asocien un tipo de
funcién, en este caso la exponencial, a distintos fendmenos naturales y utilicen las
herramientas matematicas necesarias para resolverla.

El aprendizaje de la Matematica, mediante la resolucion de problemas aplicados a fenbmenos
quimicos-bioldgicos motiva a los estudiantes, teniendo en cuenta que pertenecen a carreras
no matematicas. Mas aun, si en los problemas pueden integrar los contenidos que han
aprendido en los distintos ejes teméticos, como asi también los registros de representacion de
los objetos en cuestion.

Trabajar la funcidn exponencial, como se propone en este articulo, contribuye a desarrollar
este concepto desde una perspectiva cognitiva, que incorpore aspectos de visualizacion y
representacion en un primer momento, y luego una formacion de significados matematicos
como los que aportan el calculo diferencial e integral.
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