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RESUMEN

Se presenta un Modelo de Ensefianza en torno a la construccion de cuadrilateros disefiado
para trabajar en espacios de formacién continua de profesores de matematica. Esta orientado
a promover el planteamiento de problemas y a examinar los elementos implicados en el
proceso de resolucion, instalando la discusion sobre como fomentar su ensefianza en el aula.
Se intenta generar instancias de elaboracion, contrastacion y validacion de conjeturas a través
de la presentacion de situaciones abiertas, a ser resueltas mediante regla y compéas o con el
uso de GeoGebra. Se pretende mostrar la multiplicidad de aspectos al plantear y resolver esta
clase de problemas, centrando la atencion en las heuristicas, procesos matematicos y
contenidos geomeétricos implicados en ambos entornos, asi como en aquellos aspectos
inherentes a la practica profesional.

INTRODUCCION

El estudio que presentamos esta en el marco del proyecto de investigacion “Procesos de
aprendizaje en torno a las construcciones geométricas en la formacion de profesores de
matematica™, desarrollado en el Centro Regional Universitario Bariloche (CRUB) de la
Universidad Nacional del Comahue.

El proyecto da continuidad a la investigacion que viene desarrollando el grupo de trabajo
respecto a la ensefianza de los problemas de construccion, cuando ésta se orienta a promover
la exploracion, las practicas argumentativas y la apropiacion de procedimientos heuristicos.
En esta direccion, hemos abordado la tematica desde distintos enfoques y en diferentes
ambitos, lo cual nos ha permitido analizar los problemas y la actuacion docente desde cuatro
miradas (las destrezas, el proceso de resolucion de problemas, los métodos heuristicos y el
contenido matematico a ensefiar), e identificar elementos de competencia en torno a la
ensefianza de esta clase de problemas.

1Proyecto financiado por la Secretaria de Investigacion de la Universidad Nacional del Comahue. Argentina. Codigo:
04/B189.


mailto:trinidadquijano@gmail.com
mailto:lsineriz@gmail.com

VI REPEM - Memorias Santa Rosa, La Pampa, Argentina, Agosto 2016

Estos resultados nos abrieron una linea para seguir investigando, que toma como objeto de
estudio las producciones que surgen de entornos de aprendizaje organizados desde las
perspectivas anteriores.

Por ende, en el proyecto actual nos proponemos indagar los procesos de aprendizaje de las
construcciones geométricas en espacios de formacion inicial y permanente del profesorado de
matematica, que contemplen la potencialidad conjunta de estas miradas.

Con tal proposito elaboramos un Modelo de Ensefianza (ME), que ha sustentado al curso-
taller “Resolucion de problemas de construccion de cuadrilateros en entornos de lapiz y
papel y de Geogebra™?, destinado a docentes en ejercicio y cuyas producciones seran objeto
de estudio en proximas publicaciones.

En el presente trabajo reportamos este Modelo de Ensefianza, en el cual se pretende conjugar
aspectos relacionados al planteamiento y resolucion de problemas, a las heuristicas, a
procesos y contenidos matematicos implicados, y a aquellos aspectos inherentes a la practica
profesional al abordar la tematica.

MARCO TEORICO

En este estudio consideramos los referentes tedricos ya descriptos en trabajos anteriores que
han llevado a identificar las competencias puestas en juego al ensefiar a resolver problemas
de construcciones geomeétricas (Sifieriz & Puig, 2006; Sifieriz, Guillén & Quijano, 2013).

Se consideran las elaboraciones tetricas que provienen de Polya (1965, 1962-1965) y de
Schoenfeld (1985) como base para organizar y analizar entornos de ensefianza al abordar esta
clase de problemas. En particular se toman en cuenta las fases que componen el proceso de
resolucion de problemas (comprension, elaboracion de un plan, ejecucién y vision
retrospectiva) y los aspectos cognitivos implicados (contenido matematico, trabajo
heuristico y gestor), rescatando ademas la clasificacion de heuristicas de Puig (1996), que
distingue entre destrezas, herramientas, métodos y sugerencias generales. Estos elementos
fueron descriptos en trabajos ya presentados por las autoras por lo que s6lo haremos mencion
a los mismos (Sifieriz & Quijano, 2015, Quijano & Sifieriz, 2012).

Entendemos que el proceso de resolucion de problemas no es independiente del de
plantearlos, y en este sentido consideramos lineas de trabajo que ofrecen distintas
aproximaciones para dar lugar a la generacion de problemas y al trabajo de caracter empirico
que lleve a un proceso de exploracion y busqueda de argumentos (Brown & Walter, 1983;
Skovsmose, 2000).

Ademas, en el presente estudio introducimos nuevas categorias para indagar los procesos de
ensefianza y aprendizaje en un contexto de formacién continua de profesores. Para ello
centramos la atencion en algunos aspectos inherentes a la practica profesional y consideramos
los conocimientos y competencias docentes para garantizar una ensefianza de calidad
(Schoenfeld y Kilpatrick, 2008). Reagrupamos algunas categorias propuestas por estos
autores lo que nos lleva a incorporar tres dimensiones para el analisis: conocimiento de los
estudiantes como pensadores y aprendices; organizacion-gestion del aprendizaje; reflexion
sobre la propia practica.

El primero de ellos alude al conocimiento del docente respecto a dificultades y errores
inherentes a la tarea, estrategias frecuentemente utilizadas por los estudiantes, y al uso de
conocimientos previos como un punto de partida para la ensefianza. El segundo bloque da
cuenta de como el docente organiza las interrelaciones en el aula (trabajo en grupo, como
modelo, desde relato, intervenciones ante bloqueos), facilita la produccion de conocimientos

2 -z . P R .
Este curso-taller de formacién continua se desarrolld en el CRUB mediante cinco encuentros, cada uno de ellos semanal y
de 4 hs. de duracién, en los que participaron doce profesores de escuela secundaria.
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(tipo de tareas, contextos, recursos para la ensefianza), desarrolla normas de trabajo en clase
(produccion de argumentos, explicacion y justificacion de soluciones, comprension de
razonamientos de pares) y considera fases para organizar la ensefianza. El tercer bloque se
refiere a la reflexion de la practica con el fin de enriquecerla, y a la sintesis de lo trabajado en
clase.

A partir de estos elementos tedricos de referencia y de los resultados de estudios previos
confeccionamos la propuesta de ensefianza para la formacion del profesorado que
presentamos en el siguiente apartado.

MODELO DE ENSENANZA EN LA FORMACION DE PROFESORES

El Modelo de Ensefianza (ME) que describimos a continuacion esta disefiado desde una
perspectiva en la que se considera a la resolucion de problemas en su doble aspecto, como
contenido curricular objeto de ensefianza y como metodologia para ensefiar otros contenidos;
y en este caso centramos la atencién en los cuadrilateros.

El proposito del mismo es presentar aquellos elementos del plano heuristico que se ponen en
juego al resolver las construcciones geométricas e instalar la reflexién sobre como fomentar
en el aula tanto su ensefianza como la de contenidos matematicos.

Ademas, se intenta promover el planteamiento de problemas y generar espacios que den lugar
a procesos de elaboracion y contrastacion de conjeturas a través de la exploracion, y a la
produccion de argumentos para validarlas.

Se pretende mostrar la multiplicidad de aspectos al plantear y resolver problemas, analizando
las implicancias didacticas para considerarlas a la hora de elaborar planes de ensefianza.
Atendemos a las actuales orientaciones curriculares respecto a la presentacion de problemas
abiertos e incorporacién de las Tics en las précticas escolares, procurando que el uso de este
recurso sea necesario para resolver las actividades previstas y no una mera imposicion.
Consideramos que las fases por las que transitaria un resolutor ideal (Polya, 1965) pueden ser
un medio para organizar el proceso de resolucién y por ende, un elemento a tener en cuenta al
planificar la ensefianza en resolucion de problemas. Por esta razon concebimos a dichas fases
como contenido a ensefiar y como medio de organizacion de este ME.

Intentamos relacionar el proceso de resolver problemas con el de enunciarlos y a tal fin
partimos de una situacion abierta (SA) y organizamos el transito por las fases de modo de
promover la formulacién de problemas, el uso y transferencia de diferentes heuristicas, y la
generacion de ambientes de aprendizaje que den lugar a actividades propias del quehacer
matematico, atendiendo ademaés, a aquellos aspectos que pueden enriquecer la practica
profesional en este sentido. Asimismo, delimitamos los objetivos de cada una de las fases en
funcion de estos propésitos de ensefianza. Cabe sefialar que en el caso de las situaciones
abiertas habra que pensarlas no solamente respecto a las propias situaciones, sino en relacion
a cada uno de los problemas vinculados a ellas.

Situacion abierta inicial:
Construir un paralelogramo dado un angulo a y una diagonal D. Analizar la cantidad de
soluciones. Confrontar el propio proceso de resolucion con los demas integrantes del grupo,
atendiendo a las distintas aproximaciones y conocimientos puestos en juego.

Esta situacion esta planteada para trabajar en hoja blanca, utilizando regla y compas. El uso
de hoja blanca es un recurso para evitar que el cuadriculado se tome como referencia,
debiéndose analizar, a partir de los datos e instrumentos habilitados, las propiedades de los
objetos geométricos para efectivizar la construccion.
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A partir de la misma se pretende iniciar el analisis del proceso de resolucién, tanto propio
como de pares desde una mirada ingenua, para luego introducir elementos teéricos del campo
de resolucion de problemas: reglas de trabajo en el dominio (establecer lo dado; operaciones
basicas —copia de angulos y segmentos-), distincion entre problema y ejercicio; nocion de
situacion abierta; partes principales de un problema de construccion (datos, incognita y
condicion); diferencia entre solucion, resolucién y proceso de resolucion (Quijano y Sifieriz,
2012). Ademas, y atendiendo a la practica profesional, resulta de interés examinar las
variables didacticas que afectan al desarrollo de esta situacion, tales como el uso de hoja
blanca y los instrumentos permitidos.

Con la intencionalidad de poner el énfasis en la generacion de problemas optamos por
plantear la SA mencionada, donde parte del trabajo del resolutor es identificar los problemas
asociados a la misma. La identificacion de dichos problemas se establece como objetivo de la
fase de comprension, y es producto del examen previo de las posibles alternativas en cuanto a
datos, incognita y condicion. Las opciones respecto a qué angulo considerar como dado
(4ngulo entre lados; angulo entre un lado y una diagonal; angulo entre las diagonales) y a la
posicion relativa entre diagonal y angulo (diagonal opuesta o interior al angulo) llevan a
determinar esta serie de problemas.

Las fases de elaboracion y ejecucion del plan se desdibujan en la situacion abierta y estarian
vinculadas a cada uno de los problemas incluidos en ella. Por ende, ambas fases se
contemplan desde cada problema, y estan centradas en el analisis de las propiedades y
destrezas que subyacen en la resolucion, en los cambios de punto de vista, en la explicitacion
de las estrategias y métodos implicados, y en la posterior evaluacion del alcance y efecto del
uso de las heuristicas empleadas. El proposito es poner de manifiesto el contenido
matematico, las estrategias de monitoreo y las formas de trabajo heuristico involucradas en el
proceso de resolucion.

Centrados en estas fases, tomamos el caso en que el angulo dado es el que forman los lados
del paralelogramo, lo cual da lugar a dos problemas segun sea la ubicacion de la diagonal:

P1. Construir un paralelogramo dado el angulo entre dos lados y la diagonal opuesta a
dicho angulo.

P2. Construir un paralelogramo dado el angulo entre dos lados y la diagonal interior a
dicho angulo.

A su vez consideramos de interés diferenciar los procedimientos, segun se comience la
construccién fijando el angulo o la diagonal, para analizar los aspectos cognitivos que
subyacen en cada uno de ellos. En este punto se cotejan las heuristicas (uso de notacion,
trazado de construcciones elementales —mediatriz, paralela, perpendicular-, consideracion de
casos particulares, examen de posibilidades), los contenidos (reglas de trabajo en el dominio,
propiedades, nociones geométricas) y las tareas de gestion (evaluacién de condiciones
implicitas en la construccién) puestos en juego en ambos procedimientos.

Situados en la vision retrospectiva, concebimos a esta fase como un espacio para la
generacién de nuevos problemas, y en ella incluimos dos instancias, la revisién y la extension
de la SA.

La revision estd marcada por una vuelta hacia atras, por lo cual a través de preguntas
generales llevamos a considerar la serie de problemas en su conjunto y a plantear nuevos
interrogantes a partir del examen de las soluciones. Centramos la atencién en los
procedimientos utilizados en los distintos problemas, en la existencia y cantidad de
soluciones, en la relacion entre las soluciones o las caracteristicas de las mismas.

La extension consiste en mirar hacia adelante y generar nuevos problemas, por lo que
examinamos en cada caso aquellos problemas que pueden surgir de posibles modificaciones
del enunciado en cuanto a datos, incognita y/o condicion.
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Ubicados en la instancia de revision de los problemas P1 y P2, llevamos a responder las

siguientes cuestiones considerando las dos alternativas para comenzar la construccion:

¢ Qué caracteristicas tienen las soluciones encontradas? ¢Qué se podria decir sobre la

ubicacion del cuarto vértice de los paralelogramos hallados? ¢Cuales son las condiciones

para que exista solucion?

El entorno de lapiz y papel resulta insuficiente para responder a estas preguntas, por lo que el

uso del GeoGebra se hace imprescindible para visualizar las respectivas soluciones y los

lugares geométricos involucrados al empezar cada construccion:

e En P1, si se comienza fijando el angulo a, el lugar geométrico implicado es parte de una
elipse cuyo eje mayor esta contenido en la bisectriz de a; en cambio si se fija la diagonal
D, el lugar geometrico es el arco capaz AC(D,a).

e En P2, si comenzamos fijando el angulo a, el lugar geométrico del cuarto vértice es el
arco de circunferencia C(a, D), siendo a vértice de a; pero si comenzamos fijando la
diagonal D, el lugar geométrico es el arco capaz AC(D, B) siendo [ el suplemento de a.

A modo de ejemplo presentamos las iméagenes de pantalla del GeoGebra, correspondientes a

las resoluciones de P1, en las que se utilizaron respectivamente las dos alternativas que ofrece

el programa para observar las soluciones posibles: la herramienta “lugar geométrico” (Figura

1) o la opcion “mostrar rastro” (Figura 2).
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El software también facilita el estudio de las condiciones para la existencia y unicidad de la
solucion, ya que permite modificar los datos manteniendo las propiedades de los objetos
construidos.

Como cierre de esta etapa de revision y sintesis de los contenidos trabajados, orientamos a
cotejar los procedimientos y conocimientos puestos en juego en ambos entornos.

Cabe indicar que el uso del software en este ME no sélo esta pensado como instrumento para
resolver el problema, sino como recurso de ensefianza en la practica docente. A fin de
garantizar una familiarizacion con este recurso tecnoldgico y facilitar su incorporacion en el
aula, se propone una secuencia complementaria de actividades orientadas al manejo de las
herramientas basicas del programa. Asi también dichas actividades llevan a establecer la
diferencia entre una construccion y un dibujo, dependiendo de que el objeto construido
preserve o no sus caracteristicas al “mover” cualquiera de sus elementos.

Atendiendo ahora a la extension de los problemas P1 y P2, proponemos el analisis de las
condiciones minimas que habria que imponer para que la incognita esté determinada, lo que
lleva a enunciar problemas agregando un nuevo dato. Esta instancia estd centrada en la
explicitacion de métodos para su transferencia a otras situaciones.

Entre los diferentes problemas que se pueden plantear, se selecciona el siguiente para ser
resuelto utilizando el software:

Q. Construir un paralelogramo dado el angulo entre lados, una diagonal y un lado (a,D,L)
Siguiendo el esquema de trabajo anterior, se atiende a las posiciones entre diagonal y angulo
(Q1 corresponde a diagonal opuesta al &ngulo; Q2 a diagonal interior) y a las posibilidades de
comenzar la construccion.

La intencionalidad de presentar este problema es la introduccion de los métodos heuristicos
implicados en la resolucion de las construcciones geomeétricas (Sifieriz & Puig, 2006).

El Método de los Dos Lugares consiste en reducir el problema a la determinacion de un
punto, el cual se halla mediante la interseccion de dos lugares geométricos construibles con
regla y compas (los lugares implicados deben ser circulares o rectilineos).

El Método de la Figura Auxiliar, tal como su nombre lo indica, radica en la construccion de
una figura que, si bien no resuelve el problema, es el primer paso para la solucién a partir del
cual se apoyara la construcciéon de la incognita. Esta figura auxiliar constituye un nuevo
problema a resolver para lo cual se recurre al método de los dos lugares.

En el caso de Q1, la figura auxiliar implicada es un triangulo del que se conocen los lados D
y L, y el angulo opuesto a D. Dicho tridngulo se construye utilizando el método de los dos
lugares, dependiendo estos lugares del dato que se fija para comenzar la construccion. Sin la
intencion de caracterizar estos lugares geométricos, nos referiremos a ellos en lineas
generales: si se comienza fijando el angulo a, los lugares implicados son dos circunferencias;
en cambio si se fija la diagonal D, los lugares son un arco capaz y una circunferencia; y si se
comienza por el lado L, los lugares geométricos en juego son una circunferencia y una
semirrecta.

Una vez construida esta figura auxiliar, el paralelogramo buscado puede construirse
utilizando diferentes herramientas que ofrece el programa: recta paralela, simetria central o
circunferencias dados centro y radio.

En la Figura 3 se muestran las soluciones halladas al iniciar la construccion a partir de la
diagonal pudiéndose observar las figuras auxiliares y los lugares geométricos involucrados.
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Figura 3. Construccién de Q1 fijando la diagonal

En el caso en que la diagonal sea interior al &ngulo (problema Q2), se puede recurrir
directamente al método de los dos lugares, siendo estos circunferencias, rectas paralelas o un
arco capaz, dependiendo de cdmo se comience la construccion.

El Modelo de Ensefianza contempla en esta instancia no s6lo los métodos heuristicos sino que
también se analizan posibles errores debidos a la imposicion de condiciones, se examina el
contenido matematico que subyace en la argumentacion respecto a la cantidad de soluciones
del problema Q, y se realiza una nueva extension considerando alternativamente
modificaciones en cuanto a los datos, incdgnita y condicion.

En este punto, de la variedad de respuestas que pueden surgir se plantea el trabajo en torno al
siguiente problema R, que responde a un cambio en la incognita de Q:

R. Construir en Geogebra un trapecio isésceles dado un lado, una diagonal y el angulo entre
dos lados.

El mismo esta orientado a afianzar los conocimientos puestos en juego en la resolucion de
problemas y que son objeto de ensefianza: la consideracién de lo dado como punto de partida,
el andlisis de la suficiencia de datos, el examen de posibilidades como estrategia de
resolucion de problemas, el uso de métodos a través de la construccion de figuras auxiliares o
la basqueda de lugares geométricos para determinar la incognita, la evaluacion de la
existencia y cantidad de soluciones, el analisis de los contenidos implicados.

Dado que en el ME consideramos a sus destinatarios no sélo como resolutores, sino también
como orientadores del trabajo en el aula, los aspectos vinculados al ejercicio profesional
constituyen un contenido transversal a las distintas fases en que se organiza la ensefianza.

En esta direccion se propone el analisis de producciones de estudiantes provenientes de otro
ambito en el que se aborda la SA inicial. A la luz de los elementos teoricos vistos se
examinan las resoluciones y descripciones del propio proceso de alumnos de profesorado de
Matematica, a partir de las siguientes categorias: contenidos (propiedades y argumentacion),
grado de precision en el lenguaje durante la descripcién, destrezas (uso de notacion y
precision en los trazados), algoritmos de construccion, heuristicas (examen de posibilidades,
uso de analogia, casos particulares), reformulacidn del problema, uso de la figura de analisis,
métodos implicitos.

Asimismo se presenta un plan de clase en torno al problema T que enunciamos a
continuacion, el cual puede ser considerado también como extension de Q.

T. ¢Es posible construir un paralelogramo dado dos lados consecutivos y la diagonal?
¢ Cuantos son posibles construir? Justifica

Este material contempla el tratamiento del problema desde un entorno de lapiz y papel y de
GeoGebra para su posterior comparacion, haciendo explicito los componentes inherentes a
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toda planificacién (propositos, metodologia, objetivos, anticipaciones de respuestas). Ademas
en él se presentan criterios para la eleccion de “buenos” problemas: que la actividad no sea
cerrada, que no brinde mas informacion de la que se necesita para resolverla, que no se
encuentre demasiado pautada, que requiera justificar, que el uso de recursos surja por
necesidad.

Siguiendo esta linea de trabajo centrada en los conocimientos que conciernen a la practica
docente, se propone la elaboracion de posibles preguntas al abordar la siguiente situacién en
el aula:

Sea ABCD un cuadrilatero cualquiera y EFGH el cuadrilatero que resulta de unir las
intersecciones de las bisectrices de los angulos interiores del ABCD.

Analizar todas las caracteristicas y propiedades que se pueden anticipar del EFGH si se
conocen las caracteristicas y propiedades del ABCD.

El objetivo de esta actividad es analizar la potencialidad de la situaciéon planteada, y la
manera de enriquecerla anticipando intervenciones que hagan aflorar diferentes
conocimientos matematicos; por ejemplo cabe formular las siguientes cuestiones: ¢Siempre
queda determinado un cuadrildtero con la interseccion de las bisectrices?, ¢Qué
caracteristicas tiene el cuadrilatero EFGH cuando el ABCD es cuadrado? ;Y cuando el
ABCD es un rombo o trapecio? ;Siempre queda determinado un poligono a partir de la
interseccion de las bisectrices? ;Puede ser exterior al ABCD? Y reciprocamente, si el
cuadrilatero final es un cuadrado ¢qué caracteristicas tiene el ABCD? (Y si es un rectangulo?
¢ Y sies un trapecio? ;Y si es un paralelogramo?

Por ultimo, y como trabajo final, se plantea una actividad que lleva a integrar todos los
conocimientos que fueron objeto de ensefianza en este modelo. Para ello se propone la
elaboracion de una propuesta de aprendizaje en torno a una situacion abierta a eleccion
personal, la cual incluye: justificacion de su eleccidn, propdsitos, metodologia, contenidos,
conocimientos previos, posibles estrategias de los estudiantes, anticipacién de errores e
intervenciones docentes, cierre y reflexion sobre la presencia de los elementos tedricos en
dicha propuesta.

REFLEXIONES FINALES

Con este reporte hemos querido dar cuenta de un Modelo de Ensefianza que surge de la
transferencia de resultados de investigaciones previas y del estudio de la potencialidad de
diferentes situaciones abiertas para la apropiacion de heuristicas y la puesta en marcha de
practicas propias del quehacer matematico, tales como la conjetura y la produccion de
pruebas.

Nuestra intencidn ha sido presentar elementos para la ensefianza de resolucion de problemas,
que puedan ser utilizados a la hora de interpretar el proceso de resolucién de los estudiantes y
de planificar la tarea docente.

Pretendimos mostrar la complejidad didactica que supone el tratamiento de las
construcciones geométricas en el aula, presentando actividades e intervenciones para
organizar la ensefianza, tendientes a propiciar el planteamiento de problemas y el desarrollo
de competencias para su resolucion.

Como ya hemos mencionado, este modelo fue implementado con docentes de escuela
secundaria y nuestro prop0sito es, en una proxima etapa, analizar las producciones
emergentes en ese contexto. Los resultados de estos datos empiricos nos brindaran nuevos
elementos vinculados a los procesos de aprendizaje en torno a los problemas de construccion,
que habra que considerar al organizar nuevos planes para su ensefianza en espacios de
formacion de profesores.
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