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RESUMEN

Una estrategia para comprometer a los estudiantes en el andlisis de problemas matematicos es
presentarles situaciones que relacionen el contenido matematico con aplicaciones a otras
ciencias. Por otra parte, hay problemas que conectan una diversidad de areas tematicas y cuyo
abordaje involucra conceptos a los que se les da un tratamiento escaso o marginal en los
cursos de matematica.

En este trabajo, presentamos una manera de abordar el estudio de una funcion recursiva, que
puede aplicarse al estudio de modelos poblacionales, al mismo tiempo que conduce de
manera natural al estudio de sistemas cadticos. Por medio del desarrollo de un algoritmo, que
puede generarse con distintos lenguajes de programacion, es posible introducir conceptos
matematicos por medio del estudio de iméagenes complejas y asombrosas.

INTRODUCCION

El encontrarnos con un viejo articulo: “Salto al espacio de Lyapunov” de A.K. Dewdney
(1991) nos motivo a analizar una particular funcion recursiva, que ain siendo muy sencilla es
muy susceptible a pequefios cambios en los parametros iniciales. Empezamos por hacer un
analisis computacional de la variante de la funcién logistica desarrollada por Markus (1990) y
calculando el exponente de Lyapunov para distintas secuencias de pares de valores.
Comenzamos a investigar los usos que esta funcion tenia en distintas ciencias y como poder
llevarla al aula para que los estudiantes se involucraran en el estudio de la recursividad
mediante el uso de algoritmos computacionales. Vamos a comentar este recorrido,
introduciendo previamente algunos conceptos necesarios para desarrollar el tema.

MARCO TEORICO

Las Funciones Recursivas son funciones que toman como argumentos sus mismos
resultados (Mota, 2015). Con una funcion f:4—A4 tal que y=f(x), queremos hacer
fU(...f(f(f(x)))...)) y ver que ocurre al aplicar gran cantidad de veces la funcion f al resultado
obtenido en el paso anterior. Entonces llamaremos ap a un valor elegido arbitrariamente y a
partir de aqui, calculamos a;=f(ag), a;=f(a;)=f(f(ao)) y en general, a,=f"(ao) 0 lo que es lo
mismo, el resultado de aplicar n veces la funcién f al valor a.

Un tipico ejemplo de funcidn recursiva se puede expresar como ap=constante, y a,=f(an.1).
En esta definicidon queda claro que para conocer un valor de la sucesion tenemos que conocer
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el anterior; y para ese tenemos que conocer el resultado anterior a él, y asi sucesivamente
hasta llegar a ao.

Aplicaciones de las Funciones Recursivas

¢Pero qué tiene que ver esto con la biologia, la sociologia, la tecnologia y otras ciencias?
Pensemos en un secreto que sdlo conoce una persona. Ese individuo se lo dice en confianza a
un amigo pero le pide que no lo divulgue. Pero resulta que el amigo y él mismo se lo cuentan
en confianza a un par de terceros con la misma indicacion de confidencialidad. Ya son cuatro
que tienen conocimiento del secreto y de a poco se va divulgando. Supongamos que el
universo de este problema se reduce a un grupo de 1000 personas. Cuando va pasando el
tiempo, cada vez mas personas lo saben y entonces el crecimiento de quienes conocen la
confidencia (que parecia exponencial) tendrd un “freno” ya que cada vez serd mas dificil
encontrar alguien que no lo sepa, sobre todo al acercarnos al millar de personas. Y al hacer
crecer el tiempo indefinidamente, estaremos cada vez méas cerca de que el total de personas
conozca lo que comenzo sabiendo uno solo. Ese crecimiento se denomina logistico y se da
mucho en la naturaleza en casos como la diseminacién de una enfermedad, la reproduccién
de individuos de una especie en un determinado ecosistema, el porcentaje de personas de una
comunidad que disponen de una cierta nueva tecnologia, la cantidad de material que ha
reaccionado a un experimento quimico, y muchos otros casos (Ulloa & Rodriguez, 2010).
Existen muchas situaciones de la vida cotidiana y en particular en la naturaleza, donde se
manifiestan las matematicas (Stewart, 2011), vamos a ilustrar con algunos ejemplos una clase
particular de funciones matematicas que son las recursivas.

Los Conejos de Fibonacci: Se asocia con un matematico italiano del siglo XIII a uno de los
problemas mas conocidos para ilustrar la recursividad: es aquel que enuncia que “se tiene una
pareja de conejos y se desea saber cuantos se podrian reproducir en un afio a partir de la
pareja inicial, teniendo en cuenta que de forma natural tienen una pareja en un mes, y que a
partir del segundo se empiezan a reproducir”. Como sabemos este problema lleva a la
férmula recursiva:

F1:F2:1 (1)
Fn=Fn.1+Fno2

que genera la famosa sucesién de Fibonacci. Este es un ejemplo de la biologia facil de
trabajar con nuestros estudiantes para generar la idea de recursividad. Ellos tendran que ir
calculando cuéntas parejas de conejos hay en cada mes y luego buscar una férmula que
permita calcular el total de parejas que habra en un mes determinado, para lo que deberan
basarse en los pasos anteriores. Es decir, si les pedimos la cantidad de parejas de conejos que
habra al final del primer afio, tendran que calcular los meses anteriores para luego llegar a
eso.

Arboles Fractales: Pensemos en un segmento vertical. Del extremo superior saquemos dos
segmentos de la mitad de la longitud del segmento original, formando cada uno un angulo de
120° con el segmento anterior. Repitamos el proceso descripto con cada uno de los dos
nuevos extremos, y asi sucesivamente. Se nos ird presentando un fractal (Guzman, Martin,
Moran & Reyes, 1993) hecho recursivamente y con la forma de un arbol muy vistoso.
Podemos cambiar el angulo que forman las nuevas ramas con la anterior y la proporcion que
representa cada nueva rama con respecto a la previa y estas modificaciones haran que cambie
la fisonomia del arbol, pero siempre tendra la componente recursiva que permitira ir haciendo
aparecer dos ramas donde habia una (ver animaciones en
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http://sabia.tic.udc.es/gc/Contenidos%20adicionales/trabajos/Imagenyvideo/fractales/arboles
fractales.htm).

MPaa

Figura 1.Creacion de un arbol fractal de modo recursivo.

El Modulor de Le Corbusier: ¢No deberia ser raro el hecho de que cuando vamos a
sentarnos en una silla en cualquier lugar en el que nunca hemos estado sabemos la altura de la
misma de forma casi “natural”? ;O que los picaportes de las puertas se hallan todos a igual
altura? Estas, claramente, no son casualidades. Las medidas a las que se encuentra el dintel de
una puerta, la altura de una mesa, los artefactos de la cocina y el bafio tienen dimensiones
similares que provienen de un estudio hecho sobre la persona, en principio sobre una persona
promedio. El arquitecto Le Corbusier tomd la altura de un hombre con la mano en alto y
partié de que llegaria a 2,26 m de alto. A partir de alli, dividio en dos esa medida y obtuvo
1,13 m que es la altura del ombligo de esa persona. A cada uno de estos valores lo fue
multiplicando y dividiendo recursivamente por el nimero de oro (aproximadamente 1,618) y
obteniendo dos series de valores. Usando el 2,26 se define la serie azul y a partir del 1,13
surge la serie roja (Ostwald, 2001). Estas medidas que van surgiendo al usar recursividad nos
dan las alturas de las mesas y de las sillas, de los dinteles y de los picaportes, de las perillas
de la luz y de las mesadas. Y por eso, usando recursividad en el estudio de las proporciones
del cuerpo humano, hallamos las medidas que nos hacen mas facil la vida, mas coémoda a la
hora de interactuar con los objetos cotidianos y mas manejable en lugares desconocidos.

\
Figura 2: La serie azul en la casa del Modulor. Ilustracion de Tobias Garzarén.
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Algoritmos y Programacion

En estos dltimos afios, se viene manifestando la necesidad de incorporar el estudio de la
programacion en la curricula de las escuelas y colegios, a fin de que los nifios y jovenes
adquieran las habilidades necesarias para codificar en lenguajes de computacion. Por un lado
esta la necesidad del mercado laboral que requiere de mano de obra calificada en el &rea del
software y la ingenieria informética y por el otro, se indica que el pensamiento computacional
es un requerimiento de la sociedad digitalizada (Wing, 2006). Las tecnologias informaticas
son parte de la experiencia humana cotidiana y modifican las interacciones en el trabajo, en el
aprendizaje, en la industria y el mercado, en el entretenimiento y practicamente en todas las
acciones de la sociedad. Al utilizar el pensamiento computacional se desarrollan las
habilidades de pensamiento critico y resolucion de problemas y se equipa al estudiante con
destrezas cognitivas de orden superior, que no sélo las puede aplicar al ambito de la
programacion, sino que las traslada a todas las asignaturas en las que participe.

Tanto en Argentina como en el resto del mundo existen en la actualidad varios movimientos
que estan abogando por la implementacién de programas de aprendizaje de la programacion y
la resolucion de problemas mediante el uso de algoritmos como por ejemplo la Fundacion
Sadovsky (http://www.fundacionsadosky.org.ar/). Iniciativas como Program.ar, Mumuki.org
0 Code.org (ver http://program.ar/ , http://www.mumuki.org/, y https://code.org/ ) dan cuenta
de la importancia que se le esta dando a la necesidad de lograr que los jovenes se motiven a
aprender a codificar.

El Mundo del Caos

La utilizacion de las computadoras y el desarrollo de algoritmos que se programan en
lenguajes de computacién que pueden resolver infinidad de célculos de manera precisa y
rapida, facilita el estudio de problemas matematicos complejos, como es la aparicion de
funciones con un comportamiento caético. Se denomina como teoria del caos a la rama de las
matematicas, la fisica y otras ciencias que trata sistemas complejos y dindmicos muy
sensibles a las variaciones en las condiciones iniciales. Una pequefia variacion en las
condiciones iniciales pueden significar una gran diferencia en el comportamiento futuro,
imposibilitando la prediccion a largo plazo. La historia reciente del caos se sitda en la década
de 1950 con la aparicion de las computadoras y el desarrollo de las primeras graficas sobre el
comportamiento de sistemas no lineales. Edward Lorenz se encontrdé con ecuaciones que
tenian comportamiento cadtico cuando intentaba predecir condiciones climéaticas en la
atmosfera. Los modelos de la Naturaleza (como los atmosféricos), son extremadamente
sensibles a pequefios cambios. A esta caracteristica de los estados caoticos se la conoce como
“efecto mariposa‘“ (Devaney, 1992).

Uno de los tests disponibles para la deteccion del caos en un sistema es el del céalculo del
exponente de Lyapunov. Un estudio detallado de los fundamentos matematicos de este tipo
de calculo estd mas alla de las pretensiones de nuestro trabajo, pues involucra conceptos de
topologia y analisis mateméatico muy avanzados para el nivel secundario. Pero
conformémonos con establecer que cuando este exponente es positivo, el sistema es caotico
(Lyapunov, 1907).

El Enfoque Pedagogico

Cada aproximacion a la ensefianza-aprendizaje de las ciencias se sustenta en teorias
pedagdgicas que van modificandose y adaptandose. Dentro de los sustentos tedricos que
consideramos en nuestra propuesta se encuentran el aprendizaje por descubrimiento, el
construccionismo Y el aprendizaje basado en la resolucién de problemas. El aprendizaje por
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descubrimiento (Bruner, 1966) es aquel en el que los estudiantes construyen conocimiento
por si mismos, generalmente guiados por el docente, y en contraposicion al modelo de
ensefianza trasmisivo de informacion. Esto requiere de un rol activo del estudiante (Martinez
y Zea, 2004).

Segun Eleizalde et al. (2010) la ensefianza por descubrimiento guiada provee a los estudiantes
con “oportunidades para manipular activamente objetos y transformarlos por la accion
directa, asi como actividades para buscar, explorar y analizar. Estas oportunidades, no solo
incrementan el conocimiento de los estudiantes acerca del tema, sino que estimulan su
curiosidad y los ayudan a desarrollar estrategias para aprender a aprender, descubrir el
conocimiento, en otras situaciones” (p. 272). En ¢l area de la ensefianza de la computacion,
son muy conocidos los trabajos seminales de Seymour Papert (1980) con el lenguaje Logo.
Sus trabajos son continuacion de la obra de Piaget y generan el construccionismo, una teoria
del aprendizaje en la cual el sujeto aprende en la medida que construye su propio
conocimiento por medio de la accidn, involucrandose activamente e interactuando con su
contexto (Ackermann, 2001). El aprendizaje basado en problemas (ABP) es una metodologia
en la cual los estudiantes adquieren conocimientos mientras aprenden a aprender de forma
progresivamente independiente, con la guia del docente. Los estudiantes aprenden a aplicar
los nuevos conocimientos en la resolucién de problemas similares, a identificar aspectos del
problema que necesitan mayor exploracion y a investigarlos por iniciativa propia (Norman &
Schmidt, 1992). La metodologia ABP permite superar los limites de las asignaturas
tradicionales, ya que se concreta con una serie de problemas elaborados por profesores de
materias afines. EI ABP es un método de trabajo activo que se centra en el estudiante y no en
el docente o en los contenidos (Restrepo, 2005).

iVAMOS AL AULA!

Con todo lo anterior en mente es que planteamos una secuencia didactica para introducir el
tema de la programacion recursiva en nuestros cursos, ya sean de secundaria como de nivel
superior.

Podriamos comenzar con el siguiente problema:

En una isla de la Patagonia se introduce un grupo de 30 ciervos a compartir y competir con
la flora y la fauna autoctona. Se estima que el nimero maximo de ejemplares de esta especie
foranea que puede albergar el territorio es de 500, por cuestiones de espacio y de alimento.
El lugar tiene pocos predadores, algo de competencia por la comida y fuentes de agua dulce
que ayudan al desarrollo de los animales introducidos, por lo que facilmente comienza a
aumentar el nimero de ciervos. Pero, ¢qué pasara a lo largo del tiempo? ¢Llegaran a llenar
por completo la isla o por el contrario desapareceran de aquel lugar ajeno?

Empecemos a estudiar el problema...
Un modelo matematico que permite trabajar el problema introductorio es el de una funcién
logistica de férmula

an+1=r an (1 - an), (2)

donde a, toma un valor entre 0 y 1 que indica el porcentaje del maximo teérico que
representan actualmente los individuos presentes. Cada término subsiguiente caerd en el
mismo intervalo.

El comportamiento logistico de esta formula debera surgir como parte del analisis de los
estudiantes, luego de que efectien varios célculos, en los que pueden anticipar un crecimiento
exponencial, o segun las reglas de Fibonacci, 0 méas probablemente lineal.
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El parametro r esta definido por las condiciones que facilitan o dificultan el progreso a los
nuevos habitantes del lugar (la fecundidad). En este caso, tomaremos un r de 2 para el
ejemplo anterior. Las razones que justifican esta eleccién exceden lo pretendido en este
problema aunque el analisis que hagamos del pardmetro sera lo que nos lleve al caos o a la
regularidad.

Hagamos algunas cuentas con el ejemplo de los ciervos. La proporcion de animales que habia
inicialmente sobre el total de los que puede albergar la isla es de 30/500. Por lo tanto, ap=.06.
Un periodo después, pongamaos por caso un afio,

a;=2ap(l-ap)=2*.06*(1-.06)=.1128, 3)
0 sea que en un afo alcanzaron un 11.28% del total que pueden lograr. En otras palabras, en

un afio aumentaron hasta 56 ciervos. Los siguientes afios se pueden ver en la Tabla 1 que se
presenta a continuacion:

Afo 0 1 2 3 4 5 6 7 8

aAfio 06 | .11 | .20 .32 44 49 .50 .50 .50

Ciervosaiio 30 | 56 | 100 | 160 | 218 | 246 | 250 | 250 | 250

Tabla 1: Evolucion de la cantidad de ciervos en el tiempo (r=2)

Podemos ver que a partir del sexto afio el nimero se mantiene estable, lo que quiere decir que
el grupo de ciervos se estabilizara en los 250 teniendo aln espacio y alimento para crecer a
una cantidad mayor pero no pudiendo hacerlo por motivos ajenos a los recién mencionados.
Ahora bien. ¢Qué pasaria si r fuera 3.05 en lugar de 2? Pareceria que el comportamiento no
deberia ser demasiado diferente del anterior aunque tal vez tendiendo a un valor distinto de
250 ciervos, incluso pudiendo ser que se extingan. Pero vedmoslo en la Tabla 2:

Afio 0] 1] 2 3 4 5 6 |..] 26 | 27 | 28 | 29 | 30

aAfio 06 |.17| .43 | .75 | .57 | .75 | .58 |..| .59 | .74 | .59 | .74 | .59

Ciervosag, | 30 | 86 | 217 | 375|286 | 373 | 289 | ... | 295 | 369 | 295 | 369 | 295

Tabla 2: Evolucion de la cantidad de ciervos en el tiempo (r=3.05)

En este caso podemos observar que a partir del afio 26 la secuencia se estabiliza pero en dos
subsucesiones que convergen a valores distintos: 369 y 295. Esto querria decir que el nimero
de animales en la isla va a tener un efecto rebote cada dos afios. ;Como entender esto?
Seguramente la sobrepoblacion que se presenta un afio con 369 ciervos hara que durante ese
afio los predadores tengan mayor facilidad para atrapar sus presas haciendo decaer el nimero
hacia los 295, afio en el cual la facilidad de los ciervos para conseguir alimento y asilo les
facilite reproducirse y volver al numero de 369, y asi sucesivamente. Esta nueva situacion se
diferencia bastante del caso anterior en el cual la poblacion se estabilizaba, pero aun mas se
diferencia del caso que sigue a continuacion. Tomemos r=3.6 y armemos la Tabla 3 similar a
las anteriores:

Afio 0 1 2 3 4 5 6 7 8

aAfio 06 | .20 .58 .88 39 .86 44 .89 .36

Ciervosago 30 | 102 | 291 | 438 | 196 | 429 | 219 | 443 | 182

Tabla 3: Evolucion de la cantidad de ciervos en el tiempo (r=3.6)
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Y aungue sigamos calculando no se estabiliza en ningun punto ni encontramos periodos en
los cuales se repita la secuencia y alcanzamos a vislumbrar el caos en una forma sencilla de
armar pero complicada de entender. Esta poblacion de ciervos viviran de cambio en cambio,
afio tras afo, sin lograr un equilibrio siquiera periodico. Y podriamos seguir cambiando
valores de r entre 0 y 4 para ver qué va ocurriendo, pero nos encontraremos que con
pequefios cambios en su valor el comportamiento pasa de ser estable a cadtico. El analisis de
estos casos es relativamente sencillo y puede verse resuelto en el mencionado articulo de
A.K. Dewdney (1991).

Forzamiento periddico

Entonces pasamos a la variante que Markus disefio con forzamiento periodico: hizo que el
valor de r cambiara periodicamente entre dos constantes fijas a y b. Es decir, el valor inicial
de r seria a, en la siguiente iteracién r valdria b. Luego volveria a tomar el valor a, después el
b, y asi sucesivamente.

Aqui el comportamiento se vuelve mas complicado de estudiar ya que dependera de dos
valores y de la secuencia que use, ya que lo expuesto en el parrafo anterior es lo que
Ilamaremos secuencia ab, pero podriamos usar aab, que indicaria que r toma un par de veces
el valor a, luego una vez el b, para volver a comenzar con el patron. Entonces, a la
sensibilidad que el problema ya tenia para r constante hay que sumarle estas nuevas variables
que lo hacen maés interesante pero a la vez mucho més complejo para predecir qué pasara para
cada eleccion de los parametros.

El analisis numérico que puede realizarse de estas variantes de la funcion logistica esta en
base al mencionado exponente de Lyapunov. Para una secuencia dada de valores a y b nos
interesara ver el grado de caoticidad que presenta la recursividad, por lo que tendremos una
funcién con dominio en (0,4)x(0,4) y cuya imagen nos indicara el exponente calculado para
esos valores de a y de b.

¢Y como calcularemos el exponente Lyapunov para esta funcion?

n
— _ 7 ; = 1im L I
X =rx,_; (1-x,_,)=>x,=r-2rx,_ | - exponente Lyapuno Llﬁcln Z.-’og2 |r 27 xi|
=1

(4)

Para aproximar el exponente, tendremos que calcular el argumento del limite anterior para
valores de n lo suficientemente grandes; y esto deberemos hacerlo para cada par de valores
que tomen los parametros a y b, por lo que es inviable resolver las cuentas a mano y
tendremos que valernos de un cédigo que nuestros mismos estudiantes pueden generar, una
vez sugerida la idea de limite en infinito como “n muy grande”.

Nosotros a continuacion proponemos uno realizado en Octave, que puede servir de modelo.

El Cédigo

1 #Paisajes de Lyapunov

2 # Willging & Lopez Gregorio - 2016

3 # Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
4 # Universidad Nacional de La Pampa

5 #Calculo del exponente de Lyapunov
6

7

8

9

1

x=3.0;
y=3.0;

0 function [lyap]=ExpLyapunov(X,y)
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11

12 rl1=x;

13 r2=y;

14 x=0.016;

15 s="aabb’;

16 I=length(s);

17 total=0.0;

18

19 for i=1:400

20 if(s(mod (i,I)+1)=="a")

21 r=rl;

22 elser=r2;

23 endif

24

25 x=r*x*(1-x);

26 total=total+log(abs(r-2*r*x))/log(2);
27 endfor

28

29 lyap=total/400;

30

31 endfunction

32

33 #Graficos de Lyapunov

34

35 M=zeros(120,100);

36 G=zeros(120,100);

37 x0=2.5;

38 y0=2.5;

39

40 fori=1:120

41  x=x0+(0.0125*(i-1))/1.0;
42  forj=1:100

43 y=y0+(0.0125*(j-1))/1.0;
44  M(i,j)=ExpLyapunov(x,y);
45  endfor

46 endfor

47

48 mini=min(min(M))
49

50 #Definir la paleta de colores
51

52 fori=1:120

53 for j=1:100

54 if (M(i,j) >0)

95 G(i,j)=0;
56 endif
57

58 if (M(i,j) <= 0)
59 G(i,j)=abs(M(i.j)/mini);
60 endif
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61 endfor
62 endfor

63

64 figure;

65 imshow(G)

La salida de este programa, que tardo 8 minutos en ejecutarse, es la siguiente imagen:

Figura 3: Caos y regularidad en los espacios Lyapunov

En la linea 10 del codigo comienza la definicion de la funcién ExpLyapunov que toma como
entrada un par de valores para a y b (los llama x e y) y calcula, con 400 iteraciones en el
programa que mostramos, el exponente de Lyapunov para esos valores. En la linea 40 se
carga la matriz con los exponentes Lyapunov, en la 48 se calcula el minimo exponente para
“normalizar” la matriz, y en la linea 50 se carga la matriz G que se representa al final del
cddigo y cuyo grafico es el que vemos en la Figura 3. Creemos que el algoritmo es sencillo y
que también es facil encontrar como adaptarlo para usarlo para otras secuencias (modificables
en la linea 15), para otros valores iniciales de a y b (en las lineas 37 y 38), distintos
incrementos Yy otras cantidades de iteraciones.

Hemos probado diferentes variantes de este cddigo basico, entre ellas hicimos algunas con
graficos en colores o en 3D, con posibilidades de elegir los valores iniciales y finales de a y
b, asi como la cantidad de valores tomados entre estos limites, con distintas cantidades de
iteraciones, pero cada nueva funcién que le agregabamos incrementaba el tiempo de
ejecucion, haciendo en ciertas ocasiones, que tuviéramos que dejar el programa trabajando
algunas horas. Igualmente, con lo expuesto cumplimos con el objetivo del trabajo que era ver
como introducir en forma sencilla el caos, la recursividad y el algoritmo correspondiente a un
problema muy sensible a cambios de los parametros.

Para estudiar y experimentar el problema con otro software, en el sitio web
http://www.efg2.com/Lab/FractalsAndChaos/Lyapunov.htm se puede descargar un programa
que realiza el grafico con céalculos optimizados que abrevian el tiempo de ejecucion. Es
configurable y la pagina trae enlaces a sitios con imagenes resultantes asombrosas.
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Para seguir analizando...

Presentamos a continuacion un par de variaciones de este problema que se pueden llevar
adelante con nuestros estudiantes, utilizando estas mismas ideas y atn el mismo codigo, pero
haciéndole modificaciones que permitan tanto aprender nuevos conceptos como reforzar los
aprendidos y que también giran en torno a la idea de que con variaciones pequefias en los
parametros el caos y la regularidad se mezclan.

« Un grupo de conejos crece segun la misma funcion logistica que empleamos en este
trabajo, pero si bien cambian la proporcion de conejos mes a mes, en verano el valor
de r es 3.5, en invierno baja r a 2.5, mientras que en otofio y primavera r toma el valor
3.

¢Para qué proporciones iniciales de conejos la poblacion se estabilizara?

¢Para qué proporciones se presentara el caos?

¢Cambia la respuesta si iniciamos el estudio en distintas estaciones?

Experimentar con otros valores de r para cada estacion del afio.

O O O O

« Una colonia de insectos ve afectada su proporcion de individuos en relacion con un
total tedrico de diferente forma de dia que de noche. De dia el parametro a emplear es
r=a, con a entre 0 y 4, mientras que de noche es 4-a.

o ¢Qué ocurre con la colonia a lo largo del tiempo?

o ¢Esigual el comportamiento para cualquier proporcion inicial?

o ¢Qué ocurriria si se usaran valores r=a entre 1 y 2, mientras que el valor de
noche siguiera siendo 4-a?

CONCLUSIONES

En este trabajo, hemos presentado una forma de introducir la idea de recursividad, la
generacion de algoritmos recursivos, la codificacion de éstos y la idea de caoticidad mediante
un problema interdisciplinario, que provoque y movilice a los estudiantes a buscar respuestas
que dificilmente lograrian alcanzar sin el uso de las herramientas tecnoldgicas propuestas, y
que al mismo tiempo les permiten experimentar como con cambios sutiles se pueden
provocar grandes diferencias en los resultados.

Quedan abiertas muchas otras posibilidades y caminos a explorar, que busquen la interaccion
y complementariedad entre las ciencias, en nuestro caso particular las aplicaciones de la
matematica. Creemos que esta propuesta puede ser modificada y adaptada a distintas
situaciones aulicas, cambiando el nivel de complejidad y dificultad, de acuerdo al grupo de
estudiantes y el nivel educativo. Las posibilidades en cuanto a la programacién son muchas,
ya que pueden hacerse modificaciones y agregados en el codigo de manera de obtener
iméagenes de distinta calidad gréafica y artistica, asi como utilizar otras variantes de software.
Esperamos que lo planteado en este trabajo sea de utilidad y motive a otros docentes a
probarlo en sus clases.
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