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RESUMEN

El presente trabajo muestra los resultados de una experiencia para la introduccién al estudio
del célculo realizada en un curso de 6° afio de una escuela secundaria de la ciudad de
Cordoba.

A diferencia de lo que se ensefia tradicionalmente en la escuela, la propuesta comienza con el
estudio del cambio acumulado y la razén de cambio para introducir las nociones de integral y
derivada desde las intuiciones de los estudiantes sobre variacion, cambio y movimiento. Las
actividades estuvieron mediadas y sustentadas por el uso de TIC, las que posibilitaron una
construccién de sentido de las nociones trabajadas. En particular, en este trabajo
presentaremos las actividades en relacion al estudio del concepto de integral.

INTRODUCCION

La ensefianza del célculo diferencial e integral esta ampliamente reconocida. Es frecuente ver
una secuencia de ensefianza que comienza con conceptos de Numeros Reales para luego
trabajar Limites, Derivadas y finalmente Integrales. Este orden en la presentacion de los
conceptos también es comdn en los libros de textos usuales. Ahora bien, ¢qué vinculacion
existe entre este modo de aproximacién al estudio del célculo y los modos de describir
matematicamente la variacion de los procesos que modelizan el mundo fisico y material?

De acuerdo a varios autores (Dolores, 2000; Salinas and Alanis, 2009), el calculo se
introduce hoy en las aulas desde una aproximacion abstracta que provoca una importante
descontextualizacion. Esta axiomatizacion del calculo dotada de rigor matematico, muy
presente en la ensefianza, se alejo en cierta forma de las interpretaciones de los problemas de
variaciéon y cambio que dan sentido a los conceptos a estudiar.
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RELATO DE LA EXPERIENCIA: UN CAMINO POSIBLE

Todo el célculo diferencial se puede reducir a un concepto fundamental: la razon de cambio.
Determinar razones de cambio de procesos continuos es muchas veces méas importante que
estudiar estos procesos. En este sentido, se comenzo a partir de una situacion en un contexto
fisico con referencia a una semirrealidad. EIl problema que se plantea inicialmente consiste en
obtener datos sobre la distancia recorrida por un automovil, contando solamente con datos
sobre su velocidad.

Actividad 1

Fisica Forense: En un lugar de la ruta 56, exactamente a 1600 metros de la estacion de
peaje, se encontrd un auto con el cadaver de Juan Pérez. La policia averigud que un unico
automovil pasé por esa estacion, y era conducido por Mario Lopez. Este conductor afirma
que cuando él paso por la ruta, no vio ningin automovil. Una filmacion muestra que a las
12:56 hay un auto junto al de Juan Pérez. El ticket de peaje de Mario Lopez muestra que
pasé por alli a las 12:54. La policia dispone de los datos de la velocidad del auto de Lopez
en esos dos minutos, y observa que a las 12:56 la velocidad es cero y averigud que se
desplaz6 siempre en linea recta y en el mismo sentido, por lo que necesita determinar con la
mayor precision posible si Lopez se detuvo a las 12:56 junto al auto de Pérez.

Tiempo Velocidad
(en segundos) (en m/s)
15 11.11
28 18.6
32 20
34 20
56 10.56
110 17.22
120 0

No se propone ningln recurso particular para abordar el trabajo, es decir, solo se da la
consigna en formato papel. Entre las variables didacticas planteadas para esta primera
actividad, consideramos:
e No tomar intervalos regulares para evitar que pretendan encontrar alguna regularidad.
e Proporcionar pocos pares de datos.
e No informar la velocidad para el tiempo inicial 0.
e Determinar que el movil se desplaza siguiendo un movimiento rectilineo en un solo
sentido.
e Dar como condicion una distancia puntual que implique, en el contexto del problema,
un dato a comparar con los resultados posibles.
e Utilizar como unidad de velocidad m/s.

A partir de algunas nociones de cinemaética, los alumnos fueron calculando la distancia
recorrida para cada intervalo. Se plantearon dudas respecto de la velocidad en el tiempo t=0,
y se los alentaba a tomar decisiones al respecto. Asi, algunos consideraron que era nula, otros
que era de 11,11m/s. Todos consideraron la velocidad constante en cada intervalo de tiempo,
sin embargo, tenian que decidir qué velocidad tomaban en cada uno: algunos consideraron la
velocidad que adoptaba en el extremo izquierdo del intervalo, otro grupo en el extremo
derecho de cada intervalo, y un grupo trabajo la velocidad promedio de cada intervalo;
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algunos consideraron que la velocidad en el tiempo 0 era nula, y otros que era la misma que a
los 15 seg. El hecho de que apareciera el valor 0 (como velocidad o como tiempo inicial)
provocaba ciertas discusiones:

Alumno 1 (Al): Cuando el auto esta en el peaje esta parado, entonces ahi la velocidad es
cero.

A2: Pero a lo mejor tiene el CUIS entonces no para, pasa mas despacio. Desde que pasa por
el peaje hasta el segundo 15va a 11,11 m/s.

En otro grupo, que habia tomado la velocidad del extremo derecho del intervalo, se encontro
con dificultades al considerar la v=0 para el Gltimo intervalo.

A3: No puede ser que en 10 segundos esté parado. Vamos a usar la velocidad 17,22 m/s
porque que esté en cero significa que esta parado y eso pasa en el segundo 120 no antes.
Luego de consensuar qué valor de velocidad tomar en cada intervalo, sumaban las distancias
recorridas en cada intervalo.

Con estas respuestas, se inicio una discusion colectiva. Los distintos grupos presentaban sus
resultados y notaron que las diferencias entre las respuestas eran notables: se “pasaban” del
punto donde se encontraba el auto de Pérez o no llegaban al mismo. La distancia dependia
entonces de los valores de velocidad que tomaran en cada intervalo.

Un alumno propuso recurrir a un grafico, donde reflejaba el producto entre velocidad y
tiempo en términos de areas de rectangulos:

m
—
S
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Analizan el grafico entre todos los alumnos. Alli reconocen el area de los distintos
rectangulos y que el dato que buscan es la suma de estas areas. Ademas, el alumno considerd
que la velocidad para t=0 es v=5.

En este grafico remarcamos con segmento completo rojo los lados de los rectangulos
tomando como velocidad del intervalo el dato a izquierda; y con segmento punteado azul, los
lados de los rectangulos tomando como velocidad del intervalo el dato a la derecha del
intervalo. Se puede notar que, al tomar los valores de velocidad correspondientes a uno de los
extremos del intervalo, la suma de las areas no corresponden ni a la suma inferior ni a la
suma superior.

A partir de esta observacion, la profesora interviene para que surja la nocién de suma inferior
y superior.

Profesora (P): ¢ Como podriamos calcular la distancia minima?

A3: Y... en el primer intervalo tomamos v=0.

P: ¢Y en el segundo intervalo?

A3: Ahi lav=11,11.

A4: Tomamos siempre la velocidad menor del intervalo.

P: ¢Y si queremos calcular la distancia maxima recorrida?

A5: Tomamos la velocidad maxima en cada intervalo.

Los célculos quedaron en el pizarron:

Velocidad minima:

[0;15) — v=0 d=0x15=0

[15;28) —» v=11,11 d=11,11x13=144,43
[28;32) — v=18,6 d=18,6x4=74,4
[32;34) — v=20 d=20x2=40

[34;56) — v=10,56 d=10,56x22=232,32
[56;110) — v=10,56 d=10,56x54=570,24
[110:120) —» v=0 d=0x10=0

Distancia total: 1061,39 m
Velocidad maxima:

[0;15) —» v=11,11 d=11,11x15=166,65
[15;28) — v=18,6 d=18,6x13=241,8
[28;32) — v=20 d=20x4=80

[32;34) — v=20 d=20x2=40

[34;56) — v=20 d=20x22=440
[56;110) —» v=17,22 d=17,22x54=929,88
[110:120) —» v=17,22 d=17,22x10=172,2

Distancia total: 2070,53 m

A3: Si tomamos las velocidades minimas Lopez entonces pard mucho antes de donde estaba
el auto de Pérez. Pero si tomamos las velocidades maximas, Lopez paso por al lado del auto,
si dijo que no vio nada jesta mintiendo!

A4: ¢ Cual es la respuesta correcta Profe?

Al: jComo lo vamos a saber con este pufiadito no mas de datos!

P: ¢ Qué les parece que necesitan para poder dar una respuesta mas aproximada?

Al: Y, necesitamos mdas datos...

En la segunda clase, recuperamos el trabajo anterior y aportamos los datos que se obtienen
con el deslizador.
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Actividad 2

Debido a la discrepancia entre los resultados obtenidos por los forenses, se vio la necesidad
de disponer de mayor cantidad de datos. En la plantilla Geogebra encontrarén un deslizador
que les permite acceder a los datos que consideren necesarios dentro de ese periodo de
tiempo. Determinen la distancia recorrida por el movil.

Introducimos aqui una vista grafica de la plantilla: el deslizador permite obtener una lectura
de la velocidad en todo momento (para una cierta discretizacion de la recta con 2 decimales).

Mueva el deslizador t para obtener los diferentes valores de
la velocidad, entret=0y t =120 segundos.

t=106

®

La velocidad en t = 106 segundos dada por el
GPS es:

17.8 m/s

Con esta informacion, intentan completar la tabla que tienen en la actividad 1, para luego
realizar los céalculos d=v.t con estos nuevos datos.

A3: Veamos en t=0

A6: ;Y si tomamos valores exactos?

P: ¢ A qué te referis con exactos?

A2: Que no tengan decimales.

Al: Busquemos en los huecos que teniamos en la tabla.

AT7: Veamos en 90 segundos.

Cuando no logran ubicar el deslizador exactamente en el t buscado, toman un valor
aproximado.

A4: Lo mejor seria hacerlo de 0 a 120 cada segundo para ser mas preciso.

Al: Pero es mucho trabajo, seria mejor cada 5 segundos.

P: ¢ Es necesario que los intervalos tengan la misma amplitud?

Al: A mi me gustaria que fueran iguales asi hay algo constante.

A partir de esta discusion, deciden mantener la amplitud del intervalo y consideran que con
intervalos mas pequefios se consigue mayor precision.

Decidieron tomar datos de la velocidad segundo a segundo, comienzan a completar la tabla...
al llegar a t=20 se dieron cuenta de que debian considerar 120 pares ordenados, entonces
cambiaron y tomaron cada 5 segundos.

La profesora les propone graficar los rectangulos tal como habia hecho uno de los alumnos la
clase anterior. Como son muchos datos, arman la tabla en una hoja de célculo de GeoGebra y
grafican los puntos en la vista gréafica.
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A diferencia de lo que se trabajo en la actividad anterior (con el recurso lapiz y papel), para
utilizar Sumalnferior o SumaSuperior, GeoGebra demanda la expresion de la funcién. Es asi
como es necesario introducir algun ajuste de curva apropiado. Para no desviar el foco de la
discusion se va a trabajar con un ajuste determinado, tomando un orden 10 para mayor
precision.
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Para hacer los “rectangulitos”, hacemos uso primero de la funcion de GeoGebra:
Sumalnferior[<Funcién>,<Valor de x Inicial>,<Valor de x Final>,<Numero de
Rectangulos>]

La funcion es g(x), el valor inicial es el t=0 y el valor final es t=120. Respecto al nimero de
rectangulos, si tomaron intervalos de 5 segundos de amplitud, entonces tienen 120/5
intervalos, es decir, 24 rectangulos.

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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De la misma manera, usan la funcion “SumaSuperior”.

Al: Con 24 rectangulitos quedan partes en blanco. Tomemos 120 rectangulitos, de a un
segundo.

Eligen 120 rectangulos y observan nuevamente el grafico. Luego proponen tomar 1200 y
12000 rectangulos. Vamos anotando los resultados en el pizarron:

n: cant. de rectangulos Sl SS
24 | 1482,32 1722,89
120 | 1580,75 1629,29
1200 | 1602,69 1607,54
12000 | 1604,82 1605,41

A2: Las sumas inferiores cada vez son mas grandes y las sumas superiores cada vez son mas
chicas, en algiin momento se van a chocar, van a ser iguales™.

P. ¢Por qué les parece que van a igualarse los valores? Noten que cada suma inferior va
aumentando y cada suma superior va disminuyendo:

La profesora escribe en el pizarron:

§1<8,<83<54<...<S4<53<5,<5;

! Este grupo en particular, ya habia trabajado una aproximacién al concepto de limite, por lo que algunos
alumnos identificaron este “choque” como un limite al que tienden la suma inferior y la suma superior. En otro
grupo, sin el trabajo anterior sobre la nocion de limite, el concepto se admitié con naturalidad.
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Llegado a este punto, se introduce la nocién de integral definida en un intervalo, con su
notacion. Esto nos trajo un problema... a salvar en la marcha. Mientras el problema plantea
una funcién v(t), GeoGebra siempre muestra una funcion g(x), asi que tuvimos que "traducir"
el lenguaje.

P: Las sumas inferiores y las superiores tienden a un valor que llamaremos integral de g(x)
entre 0 y 120. La notacion es

[7 a0 (1)

P: En el caso de nuestro problema, seria

[ ? vt dt 2)

A2: ¢ Qué es dt?

P: dt es la amplitud de cada intervalo, que primero era de 5 seg, después de 1 seg y cada vez
se hacia més pequefio. Calculemos la integral con GeoGebra. Para ello usamos el comando
Integral[<Funcion>,<Extremo inferior del intervalo>,<Extremo superior del intervalo>]
Los alumnos calculan la integral y la profesora escribe el resultado en el pizarron:

120
jo v(t) dt =1605,11 ©)

P: ¢ Qué podemos concluir ahora en relacion a lo que nos pedia el problema?
A8: El auto de Lopez entonces paro al lado del de Pérez.
A3: jYo sabia que Lopez estaba mintiendo!

Profundizando conceptos

A partir de esas primeras actividades introductorias, se trabajaron problemas y ejercicios de
profundizacidn; algunas de ellas para cuestionar la relacion entre el valor de la integral y el
area bajo la curva. En todas las actividades se proponia el uso de GeoGebra para su
resolucion. En particular, presentaremos una de los problemas propuestos ya que, a partir de
las discusiones que se generaron al resolver el mismo, pudimos avanzar en el concepto de
integral indefinida.

Actividad
Para un movil que parte del reposo, la funcion v(t)=9t permite determinar su velocidad v
medida en km/h, respecto del tiempo de marcha t, medido en horas.
a. Encuentren una funcion que permita calcular el espacio recorrido por el movil
después de t horas de marcha.
b. ¢Cuantos km recorre el movil después de 15 hs de estar en continuo movimiento?

Para responder el primer item, al no tener el valor del extremo superior, los alumnos fueron
calculando el valor de la integral para intervalos (0;t) con distintos valores de t. Fueron
realizando los graficos y buscando alguna regularidad en los resultados obtenidos. Asi
notaron que el valor 4,5 se multiplicaba por el cuadrado del valor de t, siendo 4,5 la mitad de
9 que era el valor del coeficiente de t en la funcidn que estaban integrando.
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Colocando los valores hallados en una tabla tenemos:

jot v(t) dt
0

45

18

40,5

72

112,5

OlBWINF| O

Ubicando los pares de puntos en el sistema de ejes cartesianos y con el comando ajuste
polinémico encontraron la funcion de grado 2.
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La curva que ajusta los puntos obtenidos es:
fO=St @

Esta es la respuesta al primer item del problema. Pero la docente agrego otra:

P: ¢ Podemos decir que es esta la funcién posicién del mévil??

A3: No!, porque no sabemos de donde sale...por ejemplo, si sale de Cordoba y recorre 30
km, no es esta en la misma posicion que si sale de Carlos Paz y recorre 30 km.

P: Si quisiéramos escribir la funcién posicion, ¢qué dato deberiamos tener?

Al: La posicion inicial...

A3: ...entonces hay infinitas posibilidades...

2 y ;. ~ . , . . . . .
Este grupo de alumnos habia cursado “Fisica” el afio anterior, y podrian diferenciar “distancia recorrida” y
“funcion posicion”.
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A partir de esta observacion, los alumnos proponen como funcién:
9
f(t)=§t2+c (5)

Llegaron como conclusion a que el espacio recorrido por el mévil para un cierto tiempo t se
puede definir como:

j 9tdt=%t2+c (6)

CONCLUSIONES
A partir de esta experiencia, evidenciamos que los alumnos arribaron al concepto de integral
desde su intuicion, construyendo el sentido del cambio acumulado, el area bajo una curva y la
relacion entre ambas ideas. Estas relaciones fueron surgiendo a partir del trabajo con el
software dindmico GeoGebra, el cual permitia observar distintas aproximaciones. EI modelo
dindmico que sustenta esta experiencia permite no solo explorar las relaciones emergentes,
sino gque también es una via para entender el concepto matematico que esta en juego. En este
sentido, coincidimos con lo que plantea Moreno-Armella (2011): “las herramientas y
artefactos que median la cognicién humana no son epistemoldgicamente neutros”, ellos nos
permiten aproximarnos a nociones y conceptos desde una perspectiva diferente.
El uso de TIC implic6 también una modificacion en el tipo de tareas a proponer a los
alumnos. En este sentido, el GeoGebra no sirvio para validar ciertas operaciones sino que las
actividades disefiadas necesitaban de un recurso que permitiera su abordaje. Estas tareas
implicaban ademas el andlisis, la reflexion y la discusién, por lo que se propuso a los alumnos
trabajar en grupos.
“Como premisa basica, se asume que las nuevas tecnologias incorporadas en las clases
de Matematica no tienen simplemente un papel de suplementacion sino de
reorganizacion, que constituyen (...) un colectivo pensante, un sistema constituido por
seres humanos y dispositivos tecnoldgicos de diversa naturaleza (...) que generan, en
conjunto, conocimientos matematicos.” (Villarreal, 2004)
Observamos, por otro lado, que los alumnos construyeron los conceptos matematicos a partir
de situaciones que le permitian encontrar sentido a estas nuevas herramientas. Incluso
alumnos que normalmente no participan en la clase, mostraron una actitud de mayor
compromiso con la tarea, involucrandose con el trabajo matematico. Luego, la formalizacion
de los conceptos puestos en juego resultd natural, como asi también su generalizacion.
Nos resta ahora seguir analizando la propuesta y pensar en la continuidad de la misma,
incursionando en la ensefianza de la derivada desde las intuiciones de los estudiantes sobre
variacién, cambio y movimiento.
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