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RESUMEN

En esta comunicacion se presenta un trabajo sobre continuidad uniforme realizado en el
marco de una adscripcion como ayudante alumna en la Asignatura Analisis Matematico |11
del Profesorado en Matemaética de la Facultad de Ciencias Exactas de la UNNE.

En el desarrollo del trabajo se analiza el estrecho vinculo que existe entre la continuidad y la
continuidad uniforme de una funcion mediante el estudio de ejemplos en los que se va
modificando de forma gradual el dominio, la férmula y en consecuencia la imagen de las
funciones en busca de identificar y caracterizar los rasgos que permiten determinar si una
funcion continua es también uniformemente continua.

Estas relaciones se establecen en muchas organizaciones matematicas sin una verdadera
razon de ser, en donde se enuncian los teoremas de continuidad y acotacién de una funcion,
sin plantear preguntas previas o sin la necesidad de conocer estas relaciones para responder a
alguna situacion problematica.

Un trabajo donde las diferentes caracteristicas que posee una funcion uniformemente
continua, surjan a partir de interrogantes y conjeturas desarrolladas ayudaria a que los
alumnos aborden dicho estudio con mayor grado de significacion.

INTRODUCCION

Este trabajo se enmarca en una adscripcion como ayudante alumno de Julieta Lucia
Zaninovich en la Asignatura Analisis Matematico |1l del Profesorado y Licenciatura en
Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura de la Universidad
Nacional del Nordeste en el afio 2013, siendo el director de adscripcion el Profesor Diego
Francisco Vilotta. El trabajo final de la misma consistio en el estudio de dos temas presentes
en el programa de la asignatura: conjuntos bien ordenados y continuidad uniforme. En esta
comunicacion nos abocaremos a presentar partes del trabajo realizado sobre continuidad
uniforme.

La motivacion inicial por estudiar este tema surgio por una ruptura producida en clase de
analisis al analizar la continuidad de una funcion por partes que “pegaba un salto”. Luego de
ver que la funcion no es continua el profesor propuso analizar la continuidad de la misma al
sacar del dominio de la funcion el punto de discontinuidad. Con este cambio, la funcion pasa
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a ser continua en todo su dominio, lo cual rompe la idea intuitiva de continuidad que la
mayoria de los alumnos posee. Esto conllevé a la adscripta a cuestionarse sobre qué concepto
atraparia globalmente esa idea intuitiva de que “una funcioén es continua si no pega saltos”.
En dialogo con el profesor responsable surgio la idea de estudiar la continuidad uniforme en
contraposicion o complementandola con la de continuidad de una funcion.

En el desarrollo de esta comunicacion se podra observar, sin haberlo anticipado en toda su
dimensién al comienzo de este estudio, que cuando se analiza detalladamente la relacion
existente entre continuidad en un punto, continuidad en el dominio de la funcion y
continuidad uniforme al considerar distintas funciones, se produce un movimiento entre el
comportamiento local y global de cada funcién.*

Para analizar en forma gradual la estrecha relacion existente entre la continuidad, la
continuidad uniforme y el dominio donde esta definida una funcién presentamos distintos
ejemplos que posibilitan analizar diversos aspectos del concepto en cuestion.

Muchas veces en el analisis matematico se presentan ejercicios que consisten en probar que
una funcion es uniformemente continua, sin haber realizado previamente un analisis del
comportamiento de la misma. Este trabajo consiste en una etapa previa al desarrollo de una
secuencia didactica a cargo de un profesor; por medio del mismo se intenta problematizar el
concepto de continuidad uniforme y realizar preguntas que permitan comprender vy
enriquecerlo. Con esta idea el trabajo toma definiciones de continuidad y continuidad
uniforme utilizadas habitualmente en el espacio métrico real con la métrica usual y, a partir
de su interpretacion se busca diferenciar los dos conceptos, realizar un analisis del
comportamiento de las funciones previo a demostrar la continuidad y continuidad uniforme
de las mismas.

Uno de los objetivos de este trabajo es lograr caracterizar las funciones uniformemente
continuas, analizar qué condiciones debe cumplir una funciéon para ser uniformemente
continua preguntandonos: ¢Se pueden obtener conclusiones a partir de su férmula, de su
grafico, de su dominio? ;Qué papel juega el crecimiento de una funcién en la continuidad
uniforme? Se busca realizar un analisis que permita decidir y justificar, anticipar,
previamente a una demostracién, si una funcién es uniformemente continua 0 no y esto se
realizard planteando preguntas que surgen a partir del andlisis de las funciones y sus
caracteristicas. Igualmente, en el trabajo se incluyen demostraciones de continuidad y
continuidad uniforme donde se analizan las razones de ser de cada uno de los pasos
realizados.

Bosch y Gascén (2009) afirman: “Ademés de las praxeologias matematicas a ensefiar, el
profesor debe activar muchos otros tipos de praxeologias para la ensefianza. Algunas son,
por supuesto, también matematicas: el equipamiento praxeoldgico matematico del profesor
no puede reducirse a aquello que debe enseriar.” Un profesor debe poder realizar preguntas y
analizar el conocimiento mas alld de lo que va a ensefiar en las clases, debe poder hacer
matematica que le permita enriquecer el conocimiento a ensefiar. Creemos que las preguntas
planteadas en el desarrollo de este trabajo, son parte de las actividades matematicas que un
profesor tendria que hacer y, que para un alumno del profesorado en Matematica deberian ser
objeto de aprendizaje.

DESARROLLO
Como se explicitd anteriormente, iniciamos este trabajo con las definiciones de continuidad
de una funcion en un punto, continuidad de una funcion en un conjunto y continuidad

'Varios autores hacen referencia a nociones de indole global y local. Se puede consultar Delgado Pineda, M.
(2013)
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uniforme en el espacio métrico real con la métrica usual. A partir de estas definiciones se
realizara un analisis de las mismas buscando problematizar y desnaturalizar estos conceptos
para una mejor interpretacion y comprension.
En general la definicion de continuidad y de continuidad uniforme de una funcién se presenta
simbolicamente de la siguiente manera:
La funcion f es continua en un punto x, del dominio sii:

Ve> 0,36 >0/|x —xol <= |f(x) — fxx)| < ¢
La misma suele estar acompafiada de un grafico como el siguiente:

flxo) +&
f (x0)
flxo) —#

Entorno de: x,

x0_5 Xo x0+5

Se dice que una funcidn es continua cuando lo es en todo el dominio.

La funcion f: A — B es uniformemente continua en B sii:
Ve> 0,36 >0/|x—yl<d=2|f(x)—f)| <e

Diferencias que se pueden notar al observar la definicion

La continuidad uniforme se estudia analizando las imagenes de cada uno de los puntos x del
dominio, en un entorno de su imagen y en entornos que tengan la misma amplitud para todos
los elementos del dominio a analizar. Veamos que la misma se diferencia de la continuidad
de una funcidn en que: para determinar esta Ultima hay que analizar si la funcion es continua
en cada uno de sus puntos; en cambio, para analizar la continuidad uniforme se debe analizar
pares de valores que se mueven en intervalos donde se fija su amplitud pero no se fija
ninguno de los puntos.

Es decir que, para la continuidad uniforme se debe analizar como se va comportando la
funcién analizando entornos cuyos extremos son puntos de su dominio; es muy importante
tener en cuenta que una vez que se elige la amplitud del intervalo, dicha amplitud debe servir
para todo el dominio de la funcién. Luego, si la diferencia de las imagenes es tan pequefia
como se quiera para cualquier par de valores que se encuentren en intervalos cuya amplitud
s0lo depende de lo pequefio que se quiere que sea esa diferencia, la funcion serd
uniformemente continua. Se puede pensar que ésta y otras cuestiones salen de observar
atentamente la definicién pero es necesario considerar al menos que: no se puede dejar a
cargo de la “agudeza” de cada alumno poder entender estas sutilezas y por otra parte, tener en
cuenta que el experto al leer la definicion la esta cargando de ejemplos y experiencias previas
que un alumno no tiene respecto a estas definiciones.

A continuacion se presentan diferentes funciones e interrogantes para profundizar, interpretar
y comprender este concepto.

UNA FUNCION CONTINUA Y UNIFORMEMENTE CONTINUA
La siguiente funcién es una funcién por partes, con punto critico en x=3, continua en todos
sus puntos y uniformemente continua.
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2x —3 six <3
. = 3_
Sead:R — ]R/d(x) {x 9x six>3

x2-9

A continuacion se demostrara la continuidad y la
continuidad uniforme de esta funcion y, a partir del
anélisis de las demostraciones, se veran las
cuestiones que podrian “fallar” si se cambian
algunas de las condiciones de la funcion.
Analisis previo: hay que analizar el § que se toma,
porque si se trabaja un entorno del punto x,
cercano a 3, puede que se considere las dos partes
de la funcién. Si x, # 3 la eleccién de delta
permitira trabajar con sélo una de las dos
expresiones de la funcidn. Acentuandose de esta manera, que el concepto de continuidad en
un punto es una cuestion local de la funcion.

Veamos el entorno de x, > 3: Xo =3
L)

: : 8
Por lo dicho anteriormente se debe tomar:|x — xo| < xo —3 =96
Veamos si es posible tomar este §:

|x — x| < xg—3————=—xy+3<x—x; <x5—3 >= 3
prop.valor abs monot de la suma,op y neutro

<x<2xy,—3

Como se cumple que 3 < x, se puede tomar x, —3 = §, ya que de esta manera todos los
puntos del entorno de x, serdn mayores que 3 y para determinar su imagen se considerara la
misma parte de la funcion. Ademas, se puede elegir el delta a tomar porque la definicion
dice que para todo épsilon existe un delta, lo cual no significa que para cada épsilon
existe un anico delta, sino que para cada épsilon existe al menos un delta que permite
analizar el entorno del punto en cuestion. Siguiendo esta idea, se toma un delta
suficientemente chico que asegure trabajar solo esta parte de la funcién.

3-9 3-9 2—9 >—9
Seac1d () — dxo)| =aera [t~ 2520 = [E) oo’
v Demostracion: Sea € > 0.Elijo § < min{3 —xp; e} Alx —3| <&
|[d(x) — d(xp)| <ca 6 <e=|d(x) —d(x)| < ¢
~ d es continua en todo x, > 3 (A)

=x0>3 lx —xol <6 <e

= Seaxyg<3

Nuevamente se debe analizar el § que se toma, veamos ahora el entorno de x, < 3:
3 - X()

()

xoﬂ_l 3
5
C.A.: ise podratomar |x — xo| <3 —x¢ = 6?
Veamos si es posible tomar este §:

|x —xg| <3 —xg=—7—=-3+x,<x—xy)<3—Xxp >
prop.valor abs monot de la suma,op y neutro

=> —3+2x,<x<3
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Como se cumple que x > 3, se puede tomar 3 —x, = §. Ya que de esta manera todos los
puntos del entorno de x, seran menores que 3 y se considera la misma parte de la funcion.
Sea entonces:
|[d(x) —d(xo)| =) 12x =3 — (2x9 = 3)| = |2.x = 2.%0| = 2|x —xp| < 2.6 <e=>6<
&
2

v Demostracioén:Sea € > 0.Elijo § < min {3 — xo;g} Ax=3|<$6

€
|d(x) — d(xg)| <ca 26 < Z'E =e=|dx)—d(xy)| <e
~ d es continua en todo x, < 3 (B)
= Seaxyp=3
d(3) =23-3=3
Seae > 0.Elijo§ <~ Alx—3| <6
Seax >3:|d(x) —d(3)| = |2x -3 -3| = [2.x - 6| =2]x - 3| < 2.6 <2>=¢

Seax < 3:|d(x) — d(3)| = ";"22_‘99)-3| =lx-3l<d<i<e

~ d es continuaenx = 3 (C)
Por lo tanto,de (A),(B) y (C): d es continua Vx € R

x3—9x | _
x2-9

CONTINUIDAD UNIFORME DE LA FUNCION
Al estar definida por partes la funcién y cambiar la rapidez de crecimiento, se podria pensar
que no sera uniformemente continua. A continuacion, se muestra que, a pesar de esto, la
funcion es uniformemente continua.
Veamos si :Ve > 0,38 > 0/Vx,yER:|[x —y| <= |dx) —dy)| < e

- Seanx,y <3
Sea€ >0,setomad >0/5>|x—y|AS <§

|d(x) = d)| =qera [2x =3-Q2y =3)| = 2(x =) = 2llx —y| <26 < 2>=¢
ld(x) —d)| < e
~ d es uniformemente continua Vx,y < 3

e
transit.de=

- Al cambiar la pendiente de la recta, cambia la relacién entre épsilon y delta.
- Seanx,y >3
Sea€ > 0,5ead >0/68 > |x—y|/\6<§
x3—9x_y3—9y|

_ x(x?-9) y»*-9)| _
1dC0) = dO)| =aeta | ory ~ 5 -

&
x2-9 y2-9 —yx>3 |X - }7| <6< 2 < €
hunﬂtdezl (x) (y)|<:5

~ d es unif ormemente continua Vx,y > 3

Nota: Observar que en este caso, basta con que § < & para que se cumpla la condicién de
continuidad uniforme. Se toma § < % para mantener la misma relacion entre épsilon y delta,

independientemente del tramo de la funcion en el que se esté trabajando, tal como lo pide la
definicion.

- Seanx >3,y <3
Sea€ >0,Sea§>0/8>|x—ylAd<-
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Ademas, como x>3,y<3:|ly=-3|=3-y|l=3-y<x—-y=[x—-y|<é
= |y — 3| < & (*), esto es asi porque la distancia de y a 3 es menor que la distancia de y a X,

yaquey <3<x
3_9 2_9
1d() = dY)| =qeta [m- 2y = 3)| = 522~ 2y = 3)| =yos Ix — 2y + 3] =

|(X - Y) + (_y + 3)' Sdesigualdad triangular |X - yl + I_y + 3| =prop valor abs |x - yl +
ly — 3] <¢ |x—y|+5<5+5=25<2§=e=>|d(x)—d(y)| <e

transit.de=
-~ d es uniformemente continua Vx > 3,y < 3

Luego, VE > 0,36 > 0/Vx,yeR,cond > |[x —y| A S < 2: ld(x) —d(y)| < e
Por lo tanto d es unif ormemente continua Vx,y € R

En el ejemplo anterior, para los valores menores e iguales a 3 la funcién crece, y para los
valores mayores que 3 la funcién contintia creciendo, pero la rapidez de crecimiento no es la
misma en ambas partes de la funcion. Se puede ver que la funcién es uniformemente continua
a pesar de cambiar la rapidez de crecimiento.

Sin embargo, es importante sefialar que en cada parte de la funcion se “mantiene” la rapidez
de crecimiento, es decir que en cada parte de la funcioén el crecimiento es “uniforme”.
Ademas el dominio y la imagen de la funcion son conjuntos abiertos y cerrados no acotados.
Observemos que al realizar las demostraciones se podria haber tenido dos inconvenientes.
Por un lado, ¢queé hubiera sucedido si al tomar valores a la izquierda y a la derecha del tres no
se hubieran podido acercar las imagenes respectivas tanto como quiera? Es decir: ¢qué
hubiera sucedido con la continuidad uniforme si la funcién pegaba un salto en el 3? Se puede
pensar que en ese caso la funcion no es continua en ese punto, pero la discontinuidad de la
funcién se podria evitar sacando ese punto del dominio de la funcion. De esta manera la
funcién seria continua en todos los puntos de su dominio pero no seria uniformemente
continua porque a pesar de reducir la distancia entre los puntos del dominio puede suceder
que sus respectivas imagenes no se acerquen tanto como uno quiera. Pero entonces, ¢habra
que establecer alguna condicion en el dominio de la funcién para que esta sea uniformemente
continua?

Otro problema se presentaria si el cambio en la rapidez de crecimiento de la funcion fuera
variando o aumentando de tal manera que no sea posible tomar un lugar donde la variacion
sea mayor. Es posible creer que esto sucede en los casos donde la funcidn no esta acotada,
porque de lo contrario se tomaria el tramo donde la rapidez de crecimiento es mayor, se
analizaria la relacién entre épsilon y delta y, esa relacion entre delta y épsilon serviria para
los otros tramos. ¢Es posible asegurar la continuidad uniforme de una funcién si esta esta
acotada? Si una funcion no esta acotada, ¢la continuidad uniforme quedara determinada por
la rapidez de crecimiento de la funcion?

UNA FUNCION CONTINUA QUE NO ES UNIFORMEMENTE CONTINUA
Anteriormente se ha analizado una funcién por partes que es continua en

todos sus puntos y es uniformemente continua. Ahora mostramos la

siguiente funcidn por partes que es discontinua en un unico punto.

3x six<l1
Seah:]R—>]R/h(x)={x_|_3 x> 1

Como la funcion no es continua en x = 1, no sera continua en todo su
dominio. La continuidad no depende sélo de la férmula de la funcién,
sino también del dominio en el que se esté trabajando. ¢Puede ser
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continua en un dominio y no en otro? Si, si en lugar de considerar R como dominio de la
funcion, se restringe su dominio a R — {1}, la funcidn sera continua en todos sus puntos.
Es decir, considerando h: R — {1} - R, h es continua en todo su dominio.

Considerando la misma funcion con dominio en R — {1}, donde es continua, nos
preguntamos: ,cOmo puede ser que sea continua una funcion que pega un salto? Se esta
sacando solo un punto del dominio de la funcién y ahora en todos los puntos la funcion es
continua. Esto sucede porque la continuidad atrapa una caracteristica local de la funcién, ya
que depende del comportamiento de la funcion en cada uno de sus puntos. En cambio, la
continuidad uniforme atrapa una caracteristica global de la misma porque establece una
relacion entre los distintos puntos del dominio.

Se analizara la continuidad uniforme de la funcion h: R — {1} -> R

Cuando x,y < 1,y cuando x,y > 1 se procede de manera analoga a las anteriores y se
cumpliraque: Ve > 0,36 >0/|x—y|<déd=2|f(x)—f)l<e

Perosisetomax < 1yy > 1, ;sucederd lo mismo?

Seanlospuntosx < 1yy > 1:

Sea e = 1, sea 6eR. Sean x,yeR/x=1—§<1yy=1+§>1(A)

3(1-3)-(1+3)-3

|h(x) — h()| x<1;y>1 3x = (y+3)| =[3x —y — 3] =)

skt oo

= - - _ I 3
= [1+43]=e0 1445 1= RGO — h(y)| = 1 + 42
_| + §|—6>0 + §>4g>0 —€m| (xX)—h(y)| =1+ 5
> ¢

23e=1>0/vV6>0,Ix<1,y>L:|lx—y|<dA|h(x) —h(y)| > ¢
Luego h no sera uniformemente continua en R — {1}

De esta manera, la funcion h:R — {1} - R/h(x) = {j’fl_ 3 ;‘;C <>11

todos los puntos del dominio, pero como se pudo ver al tomar valores cercanos a uno por
izquierda y otro por derecha no cumple la condicion para ser uniformemente continua.

es continua en

A partir del analisis de la funcién anterior, surge el siguiente cuestionamiento:

¢ Siempre que la funcion tenga saltos no sera uniformemente continua?

Aunque se saque el punto de discontinuidad del dominio la funcién no es uniformemente
continua porque pega un salto, y lo mismo sucederia con funciones con la misma
caracteristica. Esto es asi porque “en los saltos” las imagenes de las funciones se alejaran una
distancia tal que el delta utilizado para analizar entornos entre los demas puntos del dominio
de la funcion no seré (til en estos casos.

Restringiendo el dominio de la funcion para que la misma sea continua en todos sus puntos,
salvamos la continuidad de la funcion, pero no asi la continuidad uniforme. Entonces,
¢qué mas esta pidiendo la continuidad uniforme de una funcion?

Al modificar la funcion se restringio el dominio Ra R — {1}. Res un conjunto abierto y
cerrado en el cual la funcién no es continua en todos los puntos de su dominio. R — {1} es un
conjunto abierto pero ha perdido la caracteristica para ser cerrado. Entonces, considerando el
dominio R — {1} estamos frente a una funcion con dominio abierto, continua, pero no
uniformemente continua.

La continuidad de una funcién puede cambiar al considerar uno u otro dominio, ¢con la
continuidad uniforme pasara lo mismo?
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ANALISIS DE OTRO EJEMPLO
Sea la funcion de proporcionalidad inversa g: (0,1) - R/ g(x) = %

La funcion g es continua en todos los puntos de su dominio por ser cociente de funciones
continuas con denominador distinto de cero. En principio, como la funcién no pega saltos la
funcion puede o no ser uniformemente continua.

En el libro “Calculo diferencial ¢ Integral” de Ricardo Noriega, se analiza la continuidad
uniforme de la funcién de la siguiente manera:

Sisetoma e = 1.Sea 6 > O/% < 68, con neN
-1 cy = L
Sean x = ne(O,l),y = 2ne(O,l)

1 1 1 1
o=y = | =gl = |l =35 <0
1 1
lgx) —g)|=|7t—1|=In—-2n|=|-nl=n=1=c¢
n 2n

Luego: 3¢ > 0/V6 > 0,3x,y € (0,1)/[x —y| <A |lglx) —g)| > ¢
~ g no es uniformemente continua

Geométricamente se ve que el § que hay que tomar para que |g(x) — g(¥)| < € es cada
vez més chico (tiende a cero), a medida que x, y Se acercan a cero y, no existe un § que
una vez dado el valor de € sirva para cualquier par de valores de x e y. Por lo cual no es
uniformemente continua.

A medida que x se acerca a 0 la funcidn crece mas rapidamente y la diferencia entre las
iméagenes de dos puntos, que se encuentren a una distancia menor a §, serd mayor a la del ¢
que se tomo. Entonces para ese ¢, no servira el § que existia para los otros puntos.

Al tomar un & muy pequefio, en el entorno de un punto x cualquiera, se puede tomar
cualquier punto y, y encontrar un § con el cual se cumpla la condicion de que |g(x) —
g ()| < . Pero cuando tome otro punto x" méas cercano al 0, y considerando el mismo &, no
se seguird cumpliendo la condicion de que |g(x) — g(¥)| < &, para que esto se cumpliese
tendria que tener un §” menor. Por lo tanto, esta condicién no se cumplira Ve.

Es decir, que un delta que sirve para un par de valores del dominio, no sirve si se toma
un par de valores mas cercanos del cero.

¢ Qué pasara si se toma un 6’ mas pequefio?
Si se toma un & pequefio, existira un § que
verifigue que las imagenes de x y otro
punto y que se encuentre en el intervalo
(x—46,x+ &), seamenor a ¢.
Tomando otro punto x’, mas cercano al 0, si
se quiere que la diferencia entre dos imagenes
de este punto y uno de su entorno sea menor a
€, se debera considerar un ' < §. Esto es asi
porque de lo contrario, se estaria en el caso
x=9 analizado antes en el que la distancia entre las
imagenes es mayor a &, no cumpliendo asi la
condicion que se busca. Entonces, se puede
considerar tomar este 6'menor al § anterior
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para que verifique la condicion en todos los demas puntos del dominio.

Ahora bien, si consideramos un x"* alin mas cercano al 0 que x’, para que se siga cumpliendo
la condicién no servira el mismo &’ por las mismas razones anteriores. Entonces, nuevamente
se podria considerar un 6" que cumpla las condiciones en este punto. Pero si se hace esto, al
tomar otro punto mas cercano al 0 que x"’, se estaria en la misma situacién anterior. Luego,
nunca se podra encontrar un §* que cumpla las condiciones buscadas para todos los puntos.
Es decir, que a medida que los puntos que se estudien se acerquen al 0, se debera considerar
& menores para que se cumpla la condicion de que |g(x) — g(¥)| < &, cualquiera sea el €
que se haya tomado. Es por ello que la funcion no sera uniformemente continua, porque al
tomar un & no existird un § que cumpla la condicion con cualesquiera dos puntos que se
tomen del dominio (0,1).

Luego de los analisis realizados, puede surgir el siguiente interrogante: ¢sera que si una
funcién no tiene un crecimiento lineal no es uniformemente continua? ¢Serad que una
funcion con dominio acotado e imagen no acotada no sera uniformemente continua?

. ., 1 . . 1
Al considerar la funcion g(x) = ~enun intervalo cerrado y acotado, por ejemplo [ﬁ‘ 1],el

1 . . ..
& que se tome para TooL V@ aservir para todos los demas valores del dominio, porque es como

tomar el § minimo que no se podia tomar antes porque siempre se encontraba uno menor; es
por ello que sera uniformemente continua en un intervalo cerrado. Lo mismo sucederia si el
intervalo fuera abierto y la funcién acotada, la diferencia es que el intervalo abierto que se
considerd anteriormente tenia como extremo el 0, y al acercarse a este valor la funcion tiende
a infinito.

Entonces qué cambid para que una funcion que no cambia su férmula pero si su dominio, sea
uniformemente continua en un caso y en otro no. Como cambia el dominio, el conjunto
imagen también cambia, ¢afectara en algo el cambio de imagen de la funcion para que ésta
sea uniformemente continua? ;Qué caracteristicas tienen los dominios y los conjuntos
iméagenes en cada caso?

Sea la funcion g: (0,1) - R/ g(x) = ~ el dominio de esta funcion es un conjunto abierto y

acotado, su conjunto imagen es el conjunto (0,+o0) abierto y no acotado. Sea ahora la
funcion g: [ﬁ; 1]1-R/gx) = i el dominio de esta funcién es un conjunto cerrado y
acotado, su conjunto imagen es el intervalo cerrado [1; 1001] cerrado y acotado.

Considerando estos analisis, se puede establecer que hay una estrecha relacion entre el

dominio, imagen, crecimiento de la funcion y continuidad uniforme.

1

LA FUNCION CUADRATICA Y LA CONTINUIDAD UNIFORME
La siguiente funcion es una funcion cuadratica continua. A continuacién se analiza su
continuidad uniforme al considerarla en dos dominios diferentes, uno acotado y otro no.

Sea h: Rt — R / h(x) = x?
- Demostremos que la funcion no es uniformemente continua:
Sean x,y € RY,seay > x/y = x+ h,con h > 0:
h(y) =y%? = (x + h)? = x? + 2xh + h? > x? = h(x)
=~ h(y) > h(x)
Luego h es mondtona creciente (1)

Por otro lado, dados € > 0,8 > 0.Tomando §' > 0/8" = min{5, ¢}
Eligiendo x € R*/x > £2° > 0(2)

Entonces,siy =x+8":|y—x| <d§ <4
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Luego: |h(y) — h(x)| =1y h(y) = h(x) = (x + 6")*> = x* = x* + 2x6' + 6% — x* =

2x8" + 6" >z 28;:;'2 8 +68%=-6%+8%*=e=|h(y)—h(x)|>¢

~ h no es uniformemente continua

Siguiendo el mismo anélisis que el hecho con la funcion anterior, se podria ver que la
funcion cuadratica también es uniformemente continua en un intervalo acotado.
Observemos que esta funcion en un intervalo abierto no acotado no es uniformemente

. . . ., 1 . . .. .
continua; pero a diferencia de la funcion g(x) = -~ al restringir su dominio a un intervalo

abierto y acotado, es uniformemente continua.

La diferencia es que la imagen de la funcién cuadratica definida en el intervalo abierto y
acotado, es un conjunto acotado; en cambio, el conjunto imagen de la funcién hiperbdlica
definida en el intervalo abierto y acotado, es no acotada.

CONTINUIDAD UNIFORME EN FUNCIONES CON DOMINIO REAL

¢Sera que si una funcién no tiene crecimiento lineal y esta definida en R no puede ser
uniformemente continua? ¢Para ser uniformemente continua, la funcion no puede
crecer indefinidamente salvo que sea lineal?

Considerando el conjunto de los numeros reales como dominio de una funcion, cuando la
rapidez de crecimiento crece o decrece indefinidamente, la funcién no es uniformemente
continua. En estos casos, la distancia entre las imagenes de la funcién es cada vez mas
grande, entonces al analizar los puntos del dominio de la funcién en intervalos de la misma
amplitud dados por un cierto delta, las imagenes de estos valores se alejaran cada vez mas
porque no siguen un crecimiento uniforme y, la distancia que los separa se hace cada vez mas
grande. De esta manera, un valor delta dado épsilon, que sirve para analizar la distancia entre
las iméagenes de la funcion de los puntos que pertenecen a intervalos de misma amplitud, no
sera util para todas las imagenes porque la distancia entre las mismas superara el valor del
épsilon elegido.

En el caso de funciones con dominio en intervalos abiertos, que tienden a infinito al acercarse
a uno de sus extremos, se puede realizar un razonamiento analogo. Como ser el caso de la

funcion g(x) = icon dominio en el intervalo (0,1).

Entonces, si una funcién esta definida en un intervalo acotado, su conjunto imagen esta
acotado y la funcién es continua, es uniformemente continua. Veamos que se pide que esté
definida en un intervalo abierto o cerrado para asegurar que todos los puntos tengan imagen;
gue sea continua, para asegurar que no haya saltos en la funcion, y que el conjunto imagen
esté acotado, porque de esta manera, si la rapidez de crecimiento no es uniforme, se
encontrard un delta que permita establecer la misma relacién entre todos los puntos del
dominio al considerar una cierta distancia entre sus imagenes.

Todo lo analizado anteriormente, permite avanzar en la comprension de la intima relacion
existente entre el dominio, la imagen y la férmula de una funcion, cuestiones que se ponen en
juego al caracterizar funciones, que ademas de continuas, son uniformemente continuas.

CONCLUSION

Si bien el estudio de la continuidad uniforme comenzé con la intension de contraponerla a la
continuidad puntual, notamos, a medida que avanzabamos en el andlisis, que al relacionar los
conceptos de continuidad en un punto, continuidad en el dominio de la funcién y continuidad
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uniforme en distintos ejemplos se produce un constante movimiento entre cuestiones globales
y locales del andlisis.

Parece claro que al definir la continuidad en un punto estamos abordando una cuestion local
de la funcion y al definir la continuidad uniforme de una funcion claramente se trata de una
cuestion global. Sin embargo el interrogante surge cuando queremos ubicar la continuidad de
una funcion en el conjunto donde esta definida ¢estamos en una cuestion local o global?
porque, se pide que sea continua (local) en todos (global) sus puntos. Es decir que, aunque a
priori se pueda considerar la continuidad de una funcién en todo el dominio donde esta
definida como una cuestion global terminamos comprendiendo que en realidad se encuentra
en un estadio intermedio.

Al establecerse relaciones entre la continuidad y la continuidad uniforme emergen de manera
bastante “natural” las relaciones existentes entre el dominio de la funcion (acotado o no,
abierto o no, cerrado o no, etc.) la formula o regla de correspondencia y la imagen de la
funcién. Estas relaciones se establecen sin una razon de ser en muchas presentaciones
clasicas donde se enuncian los teoremas que relacionan continuidad y acotacion de una
funcidn sin plantear preguntas previas o sin que se haya necesitado conocer algunas de estas
relaciones para responder a alguna situacion planteada.

Con el andlisis de los distintos ejemplos se fue mostrando de manera gradual las relaciones
que se pueden ir estableciendo entre continuidad de una funcion y la continuidad uniforme.
Al comienzo de la adscripcién (contexto en el que realizamos este estudio) este orden en la
presentacion no estaba tan claro ya que se trataba de manera simultanea demasiadas
cuestiones en cada ejemplo. En un momento posterior logramos ordenar los ejemplos de
manera que en cada uno de ellos vayan surgiendo gradualmente las cuestiones que queriamos
analizar.

Creemos que cuando se avanza a conceptos mas complejos como el de continuidad uniforme
se van dejando de lado aclaraciones, explicaciones, interpretaciones, etc. en lenguaje
coloquial, rasgo que si tienen los textos al definir los primeros conceptos del analisis como
por ejemplo limite de una funcidén que estan llenos de estas aclaraciones. A nosotros nos
parece necesario continuar con esta caracteristica en los distintos temas que se van tratando,
es por eso que a lo largo del trabajo realizamos interpretaciones del significado que tienen las
escrituras simbdlicas e intentamos que el uso de los gréaficos no se haga de una manera tan
ostensiva.

Creemos que esta forma de plantear las cuestiones permitiria a los alumnos llegar a esas
instancias de otra manera, donde los distintos conceptos y teoremas aparezcan para dar
respuestas a preguntas y no como una acumulacion de resultados a estudiar.
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