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Introduccion

La Tomografia Computarizada (TC) es uno de los avances tecnolégicos mas importantes utilizados en
medicina para el diagnéstico de enfermedades. El objetivo de esta modalidad de imagen médica es
lograr la visualizacién de la estructura interna del cuerpo humano sin transgredir en lo mas minimo su
integridad, es decir, lograr una visualizacion no invasiva a partir de una reconstruccion, punto a punto,
de la zona del cuerpo a examinar.

En esta monografia veremos que el papel de la matemaética fue fundamental para el desarrollo de la TC.
En 1917 el matematico Johann Radon demostrd que es posible recuperar una funcién de dos variables
cuando se conocen todas sus integrales de linea, es decir, se puede reconstruir la imagen de un objeto
si se tiene de él la suficiente informacion en cada linea que lo cruza, entonces, lo que se busca es una
funcion f: R? - R conociendo sus integrales de linea en todas direcciones. En el caso de la tomografia
la informacion necesaria para reconstruir la imagen se obtiene al hacer pasar rayos X a través del
cuerpo, midiendo la atenuacién que sufren al atravesar los diferentes tejidos.

Veremos cdmo se reconstruye analiticamente esta funcion utilizando la transformada de Radon para lo
cual, ademas, se requiere del teorema de la proyeccion de Fourier.

El fundamento matematico para la reconstruccion de imagenes existia gracias a Radon, pero no asi los
instrumentos necesarios, como el equipo de Rayos X y la maquina capaz de almacenar y tratar los datos
obtenidos, para poder ponerlo en préctica.

Fue en la década de 1970 con el desarrollo computacional, que permitié el almacenamiento y
tratamiento de una gran cantidad de datos, cuando los ingenieros electronicos Cormack y Hounsfield
utilizaron los resultados de Radon para la construccion del primer tomdgrafo.



Tomografia Computarizada. Funcionamiento

Un escéner de Tomografia Computarizada consta de una estructura circular, denominada gantry, donde
estan contenidos una fuente de rayos X, para la generacion de la radiacion, y los detectores, para la
medicidn de dicha radiacion luego de atravesar al paciente, el cual se encuentra recostado en una cama
gue se mueve lentamente a través del gantry (Fig. 1, Fig. 2).
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Figura 2.

Figura 1.

La fuente de rayos se desliza por el gantry disparando haces angostos de rayos X cuya intensidad
disminuira al traspasar cada tejido del cuerpo (Fig. 1). La intensidad final del haz al salir del cuerpo es
recolectada por los detectores, ubicados directamente al lado opuesto del tubo de rayos X, y esta
informacidn se transmite a una computadora. Cuando la fuente de rayos X completa una rotacién, la
computadora, haciendo uso de algoritmos basados en técnicas matematicas, construye un corte de
imagen 2D del paciente. Cuando se complet6 el primer corte, la cama se mueve hacia el gantry una
cierta distancia y nuevamente se dispara un haz de rayos escaneando una nueva seccion transversal, de
la cual también se construye la imagen. Este proceso se repite hasta que se recolecta el nimero de
cortes deseados (Fig.3).



Figura 3. Tomografia computarizada de abdomen y pelvis, donde se tomaron cuatro cortes. Se observa un defecto de
Ilenado en la vena ovérica derecha (A 'y B, flechas), con extension a la vena cava inferior (C y D, flechas).

Cualquier objeto que es radiado, en este caso el cuerpo humano, absorbe parte de esa radiacion. Esta
absorcion se cuantifica por medio de una funcién conocida como coeficiente de atenuacion. Cada
material tiene un coeficiente de atenuacion caracteristico determinado por sus propiedades fisicas. La
TC se basa en la reconstruccion de esta funcion a partir de sus proyecciones.

El principio bésico en TC es que la reconstruccidn de la estructura interna de un objeto se logra a partir
de sus multiples proyecciones. Este fue el problema que en 1917 resolvié J. Radon y que en 1966 el
ingeniero electronico Allan Cormack volvid a tratar y a “redescubrir” al intentar determinar la
distribucién de densidades de los distintos tejidos del cuerpo. Antes de la tomografia se utilizaba la
radiografia para observar el interior del cuerpo. En ella también se utilizan los rayos X que son capaces
de atravesar el tejido blando, como piel y masculo, mientras que son bastante atenuados por el tejido
denso, como los huesos, razén por la cual dejan su “sombra” en ciertas peliculas. Asi se tenia la
posibilidad de observar los huesos sin tener acceso directo a ellos pero, sin embargo, las radiografias
tenian sus limitaciones, entre las principales la incapacidad para determinar el detalle del tejido blando
de un drgano. Fue éste el problema en el que Cormack se intereso y buscé solucionar.

En los procesos radioldgicos se suponia que la radiacion atravesaba material homogéneo, pero en
realidad los diferentes tejidos tienen distinta densidad y por lo tanto esta técnica presentaba errores en
los resultados. Cormack se planted entonces el problema de determinar la densidad de un objeto a partir
de la atenuacion de los rayos que lo atravesaban dirigidos en distintas direcciones [1].

El problema trataba de determinar, en primer lugar, los niveles de atenuacion de los rayos al atravesar
una seccion del cuerpo y en segundo lugar, con la informacion obtenida, reconstruir el objeto
desconocido determinando su densidad en cada punto.

Era practicamente el mismo problema que Radon habia resuelto. El estudié la transformacion que
relaciona a una funcién f(x,y) de valores reales en una region determinada, con la integral de dicha
funcion sobre una recta dada, es decir, con su integral de linea a lo largo de la recta. Este era un modelo
muy apropiado para el problema de los rayos y sus atenuaciones, siendo la funcion f(x, y) la funcion
de coeficiente de atenuacion y las rectas sobre las que se integra cada rayo proyectado. Asi, con esta
transformada, a la funcion de coeficiente de atenuacién f(x, y) del objeto se le asigna su integral a lo



largo de una recta L. Geométricamente cada una de estas integrales es una proyeccion del objeto en la
direccion de larecta L.

Esta transformada, Ilamada transformada de Radon y que representamos con la letra R, es invertible.
Por lo tanto, aplicando la transformada inversa a las proyecciones obtenemos la funcion f(x,y) que
describe al objeto desconocido, en nuestro caso, una seccion transversal del cuerpo humano.

Una visualizacion bésica de lo que hace la computadora para reconstruir la imagen es la siguiente.
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En la figura 4.a se muestra una representacion esquematica de un miembro, por ejemplo un brazo, y
una de sus proyecciones (tomando 6 = 90° respecto al eje horizontal). El color negro representa
una densidad alta, como la que tienen los huesos, y el color gris una densidad media, como la de los
tejidos blandos, en este caso, el masculo. En la figura 4.b se muestra otra de sus proyecciones, con 8 =
180¢. La figura 4.c muestra lo que hace la computadora con cada una de las proyecciones obtenidas
anteriormente. En ella vemos que ahora la “sombra” del hueso queda delimitada por un cuadrado, al
agregar mas proyecciones como en la figura 4.d, donde se dispone de cuatro proyecciones: 45°, 90°,
135°y 180°, la imagen obtenida empieza a semejarse al objeto real.

En el planteo del problema tendremos en cuenta los siguientes aspectos:

e Los rayos X viajan en lineas rectas y los haces son monocromaticos.

e Al interactuar con la materia los rayos X se atendan, es decir, su intensidad decrece (excepto
cuando interact(ian con el aire).

e Cada material esta caracterizado por su coeficiente de atenuacion u.

e Laintensidad | de cada haz de rayos se atenta de acuerdo con la ley de Beer:

dl /
ds H
donde ds es la longitud de arco de la trayectoria descrita por el haz. (Extraido de [5])

Veremos ahora como plantear mateméaticamente el problema de reconstruir una imagen y una manera
de solucionarlo.



Definiciones previas

1. Problema inverso

Los problemas directos son aquellos que tienen una orientacion causa-efecto, es decir, se tiene
informacion sobre las causas que describen un proceso y la solucion nos conduce a “descubrir” el efecto
de tales causas. Por ejemplo, el problema de calcular las ganancias de un capital invertido a una tasa
de interés dada, después de una cantidad de afios, es un problema directo.

Los problemas inversos son aguellos en los que se tiene una informacion parcial sobre los efectos o
resultados producidos y se quiere conocer las causas que provocaron dichos efectos, estos problemas
tienen orientacion efecto-causa. El problema de calcular el nimero de afios y la tasa de interés
necesarios para acumular un capital determinado es un problema inverso. Algunos otros ejemplos son:
el diagnostico de una enfermedad a partir de los sintomas; hallar al asesino a partir de los datos de la
victima y de la escena del crimen.

La tomografia computarizada constituye un problema inverso ya que se busca determinar la
distribucion de densidades dentro del cuerpo humano a partir de las mediciones de los rayos X
atenuados que lo atraviesan.

2. Coeficiente de atenuacion lineal

El coeficiente de atenuacion lineal u refleja la habilidad de un material para absorber radiacion y es
directamente proporcional a la densidad del material. A medida que el coeficiente de atenuacion p del
material aumenta, mas blanco aparecera éste en la imagen, debido a que ha absorbido una dosis alta de
radiacion. Los materiales con baja atenuacion dejan pasar mas rayos X a través de ellos y por eso se
ven mas negros en la imagen [3]. Los tejidos mas densos absorben los rayos X, de manera que la
pelicula fotografica queda inexpuesta en la zona correspondiente a los mismos. En cambio, en las zonas
correspondientes a tejidos blandos, que no son capaces de absorber tal cantidad de rayos X, la pelicula
fotografica queda totalmente expuesta a la radiacion y por tanto adquiere el color negro. La ley de Beer,
aplicada a la intensidad del rayo que viaja a lo largo de una recta L, establece que la relacion entre la
intensidad inicial I, y la intensidad I, recibida por el detector se calcula con la formula siguiente [2].

fo _ fucoax
I

3. Transformada de Fourier

Recordemos la definicidn de la transformada de Fourier y de su inversa, en una y dos dimensiones, de
una funcién f(¢) y de una funcion f (x, y) respectivamente.

Transformada de Fourier en una dimension

FF(E) = (6) = j F(x)e2mixt gy

y su inversa
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Transformada de Fourier en dos dimensiones

Ff(s,w) = fs,u) = f ) f " Fey)e2miE ) dy dy

y su inversa

flx,y)=F f(x,y) = f°° foof(s,u)ezm(s"*“y) dx dy

4. Transformada de Radon

Dada una funcion continua f en el plano R? y de soporte compacto y un vector @ € R? con |w| = 1
que forma un angulo 8 con el eje horizontal, la integral de linea de la funcion f a lo largo de la recta
L(6,s), que es perpendicular a @ y que esta a una distancia s del origen (fig.5), sera denotada por

Rf(s,0) = flx,y)ds, s€eR|w|l=1
L(6,s)

donde identificamos al vector w con el angulo 6 que lo determina, por ello en la notacién Rf (s, 6)
expresamos 6 en lugar de « [4]. Esta integral de linea es lo que se define como la transformada de
Radon de la funcion f(x,y).
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Figura 5.

La transformada de Radon transforma un sistema de coordenadas (x,y) en otro (s, u) gque se obtiene
rotando el sistema un angulo 6.
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Figura 6.

Entonces podemos escribir la ecuacidn anterior como:

I oo
ln(1—0)=‘ﬁf(s,9)= f(x,y)ds=f f(scosO —usinf,ssinf + ucos ) du
1 —00

L(60,s)

De aqui en adelante usaremos la notacion Py f (s) = Rf (s, 0)



Obtencidn de las proyecciones

Supongamos que buscamos obtener la imagen de una seccidn transversal del cuerpo, a la cual dividimos
en unidades de volumen llamadas voxels (fig. 7). A cada uno de estos voxels se le asignara la atenuacion
efectiva de los rayos al atravesarlo.

Rebanada Anatomica Imagen reconstruida
(Voxel) (Pixel)

Voxel

Figura 7.

Consideremos un rayo de intensidad inicial I, atravesando esta seccion transversal a lo largo de una
recta L, pasando por cada véxel. La intensidad I; del rayo al alcanzar el detector depende de la distancia
recorrida y de la atenuacion u(x) de cada punto de la trayectoria, atenuacion que debe obedecer la ley
de Beer:

11 = Io. e_fLM(S)dS

la cual se puede reescribir

p(s) =In (;—(1)) = fL,u(s)ds

lo cual se define como la proyeccion de la funcion u a lo largo de la recta L.

Estas proyecciones p(s, ) se guardan en una matriz llamada sinogama (fig. 8). Aqui 6 es el angulo
gue forma el haz de rayos X con el eje horizontal del sistema de coordenadas.
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Figura 8. Sinograma

Una vez que se tiene esta matriz de proyecciones se aplican algoritmos con el objetivo de retroproyectar
este sinograma para reconstruir la imagen. Este método conocido con el nombre de Retroproyeccion
Filtrada se sigue aplicando hoy en dia en TC debido a su rapidez [7].

Valor de pixel. Unidad de Hounsfield

Con este proceso a cada pixel, correspondiente a un voxel dado, se le asigna un valor de informacion
numérica representando un nivel de brillo y densidad. El valor numérico de cada pixel se denomina
unidad de Hounsfield (UH) y se relaciona con el coeficiente de atenuacion del tejido contenido en el
vlxel correspondiente.

_ Htejido — Hagua

UH .1000 UH

Uagua
donde pise jigo €S €l coeficiente de atenuacion del rayo en el tejido que atraviesa, g 4,4 €S €l coeficiente
de atenuacion de ese rayo en el agua y la constante 1000 es un factor de correccion [3].

El resultado de la reconstruccion de la imagen es una matriz de nameros (valores de UH) asignados a
cada uno de los pixeles de la matriz. Cada uno de estos valores es convertido en un tono de gris para
conformar la imagen reconstruida (fig.7).



Planteo matematico

Supongamos una seccidn transversal del cuerpo humano atravesada por un fino haz de rayos X de
intensidad inicial I,. Sabemos que los distintos tejidos del cuerpo absorberan parte de la radiacion, de
acuerdo con un coeficiente de atenuacion u, disminuyendo la intensidad inicial del rayo [5].

Figura 9.

Fijamos un sistema de coordenadas x, y, z como se muestra en la figura 9. El valor de cada pixel de la
imagen generada sera proporcional al valor del coeficiente de atenuacion para el haz de rayos al
atravesar el voxel correspondiente a ese pixel. El coeficiente de atenuacion de cada rebanada o corte
transversal estara dado por

pe(x,y) = p(x, y,¢)
donde c € [a, b] es un valor fijo; x,y € R.

Denotamos u.(x,y) = f(x,y).

Al interactuar el haz de rayos X con la seccidn transversal su intensidad disminuira satisfaciendo la ley
de Beer

—dl = f(x,y)lds

Denotando con L la trayectoria descrita por el haz y con I, I; su intensidad antes y después de atravesar
el corte, separamos variables e integramos la ecuacion anterior

= fGy)ds

- f R f £(x,y)ds

0

—(nl; —=Inly) = jf(x,y)ds +C
L



Inly —Inl; = ff(x,y)ds
L

In (;—j) = fo(x, v)ds

El miembro de la derecha en la Gltima igualdad es lo que definié como la transformada de Radon, en
este caso, de la funcion de coeficiente de atenuacion f:

R{f(x,7)} = f f(x,y)ds =In G_)

Tanto I, como I; son conocidos, el primero es la intensidad con la que parte el rayo y el segundo es la
intensidad con la que llega a los detectores, donde es medida después de atravesar el cuerpo.

A la cantidad anterior Radon la denomino proyeccion de f(x,y) a lo largo de la recta L y demostrd
que conociendo todas sus proyecciones es posible determinar la funcion f. Mas precisamente, probd
que si f es continua y de soporte compacto, entonces esta determinada de manera Unica por todas sus
proyecciones y dio una férmula explicita para recobrar f.

El trabajo de Radon resuelve completamente el problema de la reconstruccion de la funcién, pero en la
practica es imposible conocer todas las proyecciones de f ya que no se pueden hacer infinitas
mediciones debido a que una radiacion excesiva seria dafiina para el paciente. Por lo tanto, solo se
dispone de un numero finito de proyecciones de la funcion a partir de las cuales se la debe reconstruir.
Es por ello que la imagen obtenida sera una aproximacion lo mas fiel posible, pero una aproximacién
al fin, de la imagen real.

Este es el verdadero problema de la Tomografia Computarizada para el cual se han obtenido formulas
que proporcionan aproximaciones optimas de f en términos de ese numero finito de proyecciones.

Resolucion

Reconstruccion de imagenes

Hemos dicho que el problema de la reconstruccion de la imagen consiste en asignar la atenuacion
adecuada a cada voxel dadas las proyecciones Py f (s). Para esta asignacion se pueden utilizar métodos
analiticos o algebraicos. En este trabajo se desarrolla solo uno de los métodos analiticos: el Método de
la Retroproyeccién Filtrada (Filtered Back Projection). En [4] se puede ver el desarrollo de un método
algebraico.

Este método analitico de resolucion se basa en la formula conocida como Teorema de la proyeccion
de Fourier.

Método de la Retroproyeccion Filtrada

Tomamos la transformada de Fourier en una dimension de una proyeccidn y notaremos que es igual a
una rebanada de la transformada de Fourier en dos dimensiones del objeto original.

Consideremos 8 = 0° en la ecuacion de la proyeccion Py f(s) = Rf (s, 6):



Pof(s) :f f(scos0—usin0,ssin0 4+ ucos0) du

Pof(s) = f f(s,u) du

Ahora calculamos la transformada de Fourier bidimensional de la funcion f(x,y) para el caso
particular u =0

f(s, 0) =Ff(s,0) = foo fmf(x’y)e—zm(sxm;z) dy dx
f(s,0) = f ) f ) f(x,y)e 260 dy dx
f(s, 0) = foo Uwf(x, y) dy] e 2mi(sx)

f(S, 0) = fw?of(x) e 2mi(sx)

£(5,0) = Pof(s)

Es decir, la transformada de Fourier bidimensional de f evaluada en el eje x se puede hallar integrando
f en la recta vertical L) (proyectando f) y después calculando la transformada de Fourier
unidimensional de la funcién resultante, finalmente podemos despejar f tomando transformadas
inversas.

Generalizando decimos que £ (s, 8) (esto es la transformada de Fourier bidimensional de la funcion
original f) evaluada en una recta que forma un angulo 8 con el eje X y que pasa por el origen debe
coincidir siempre con P, f(s), esto es, con la transformada unidimensional de Fourier de la proyeccion
de f, y luego, por lo tanto, tomando transformadas inversas podemos despejar f.

Teorema de la proyeccion de Fourier

Sea Py (s) laintegral de linea de f sobre la recta L g ) parametrizada de la siguiente manera

{x=scos€—usm6 LER

y =ssinf +ucos6

Entonces para f suficientemente regular se tiene

T oo
f(x’ y) = f f 7| ?m)ezm(xrcose+yrsin9) dr do
0 J—oo

Para una demostracion del teorema se puede consultar [4].
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Figura 10. Teorema de la proyeccion de Fourier

El teorema de la proyeccion de Fourier afirma que la transformada unidimensional de Fourier de la
proyeccion de la funcién f(x,y), obtenida a partir de rayos que forman un angulo 6 con el gje X, es
igual a una seccidn transversal de la transformada bidimensional de Fourier del objeto a lo largo de la
linea recta que pasa por el origen formando un angulo 6 con el eje s.

La ecuacion f(x,y) = [ [ |r| Pof (r)e?mixrcos6+yrsin6) qr g9, dada en el teorema de Fourier,
es la principal ecuacion empleada en el método de la retroproyeccion filtrada (backprojected), uno de
los métodos analiticos mas utilizados en los algoritmos para la reconstruccion de la imagen. Para mas
informacidn sobre éste y otros métodos no mencionados en este trabajo se pueden consultar [2], [4],
[9], [10].



Validacion de los algoritmos

Para validar un algoritmo de reconstruccion la practica usual consiste en realizar una simulacion de
reconstruccion por computadora, sobre imagenes artificiales, usando ese algoritmo propuesto. Estas
imégenes se simulan superponiendo elipses y asignando a cada una de ellas diferentes coeficientes de
atenuacion. Se utilizan elipses porque su proyeccién puede calcularse exactamente (ver [12]), por lo
tanto, si la imagen no puede ser reconstruida razonablemente mediante el algoritmo que se esta
probando, se tiene la certeza de que el fracaso no se debe a proyecciones defectuosas sino a un fallo en
el algoritmo.

El modelo “Head Phantom™ de Shepp-Logan es el mas utilizado en el andlisis de la precision de los
algoritmos de reconstruccion de imagen. En este modelo se proporciona una imagen, denominada
phantom, que representa una cabeza humana basada en un conjunto de 10 elipses, simulando el craneo,
el cerebro, tumores, un hematoma y ventriculos.

Simulacion con Octave

Podemos generar estos phantoms utilizando Octave. En primer lugar se generara una imagen patron y
luego se buscaréa reconstruirla a partir de sus proyecciones.

Para generar la imagen patron de la cabeza usamos el programa P.1, obteniendo la siguiente imagen

Figura 11. Imagen patron de una seccion transversal de la cabeza

En ella se observa la simulacion del craneo, el cerebro, y otras caracteristicas representados todos ellos
con elipses.

Con el programa P.2 se reconstruye la imagen anterior a partir de un nimero n de proyecciones.

Tomando 10 proyecciones para su reconstruccion obtenemos la siguiente imagen
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Figura 12. Reconstruccion de la imagen patron a partir de 10 proyecciones

Tomando 15 proyecciones para su reconstruccion obtenemos la siguiente imagen

Figura 13. Reconstruccion de la imagen patrén a partir de 15 proyecciones

Tomando 30 proyecciones para su reconstruccion obtenemos la siguiente imagen



Figura 14. Reconstruccion de la imagen a partir de 30 proyecciones

Tomando 100 proyecciones para su reconstruccion obtenemos la siguiente imagen
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Figura 15. Reconstruccion de la imagen a partir de 100 proyecciones

Tomando 250 proyecciones para su reconstruccion obtenemos la siguiente imagen
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Figura 16. Reconstruccion de la imagen a partir de 250 proyecciones

Tomando 300 proyecciones para su reconstruccion obtenemos la siguiente imagen

Figura 17. Reconstruccion de la imagen a partir de 300 proyecciones



Programa P.11

% El comando phantom genera la imagen patrén de una cabeza humana
X=phantom(512);

imshow(X);

colormap(pink);

%Se muestra la imagen formada por las 10 elipses representando una seccidn transversal de la cabeza

Programa P.21

%Reconstruccion de la imagen patron usando N proyecciones
n=input('Ingrese el nimero de proyecciones:n=");

h=180/n;

theta=[0:h:180];

[R,a]=radon(X,theta);

imshow(iradon(R,h));

colormap(pink);colorbar;

! Programa extraido de [4].



Conclusiones

Hemos visto cdmo se puede resolver el problema inverso de recuperar una funcién en dos variables
f (x,y) conociendo todas sus integrales de linea, denominadas proyecciones, a partir de los resultados
obtenidos en 1917 por Radon.

La solucion al problema de reconstruccion de imagenes médicas, que resuelve la tomografia
computarizada, se obtiene conociendo solo una cantidad finita de las proyecciones de la seccion
transversal estudiada, por lo tanto, la imagen recuperada es una aproximacion de la imagen real.

En esta monografia se expuso uno de los métodos existentes para el tratamiento de este problema, a
partir del cual se construye el algoritmo que finalmente entrega la imagen. Se mostr6 que este algoritmo
de reconstruccion requiere de la utilizacion de diversas areas de la matematica, como analisis de
Fourier, algebra lineal, trigonometria, y se desarrollé algunos de esos conceptos matematicos
empleados para la construccion del algoritmo.

Los diferentes algoritmos existentes presentan un pequefio grado de imprecision, es por ello que se
continua trabajando en ellos, no solo para obtener iméagenes cada vez mas precisas y de alta calidad,
sino también para disminuir el tiempo de su adquisicion y para minimizar la dosis de radiacion
utilizada. En la actualidad también se trabaja con analisis multifractal sobre las imagenes médicas para
optimizar la distincion entre los diferentes tejidos, se pude ver [13] para consultar sobre esto Gltimo.
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