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RESUMEN

En el marco de un proyecto de investigacion analizamos las dificultades del estudio del
algebra en el nivel universitario tomando como marco teérico la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico. Creemos que uno de los factores que inciden directamente en el fracaso de nuestros
alumnos, podria ser la existencia, dentro de las instituciones, de un Modelo Epistemoldgico
Dominante (MED), que condiciona la tarea docente y provoca cierta desarticulaciéon e
incomprension en los estudiantes.

En este trabajo mostramos una manera de abordar el proceso de algebrizacion para ser
desarrollado con alumnos de primer afio del Profesorado de Matematica de la Universidad
Nacional de La Pampa (UNLPam). Segun el andlisis de trabajos anteriores se ha observado
que los estudiantes alcanzan un primer nivel en el proceso de algebrizacion cuando, segin los
trabajos de Gascon (1994) y Bolea (2003), estos alumnos deberian alcanzar la modelizacion
funcional que corresponde al tercer nivel.

INTRODUCCION

En diversos estudios se han reconocido las dificultades y el alto grado de fracaso de los
estudiantes de primer afio de las carreras universitarias al enfrentar el estudio del Algebra.
(Scarimbolo & Ferreyra, 2008; Parodi et al., 2009)

En el marco del proyecto de investigacion: ""El algebra como instrumento de modelizacion:
Condiciones y restricciones para su introduccion en la formacidon inicial universitaria™,
actualmente en curso, hemos abordado esta problematica siguiendo la Teoria Antropolégica
de lo Didactico (TAD), desde esta perspectiva, creemos que uno de los factores de este
fracaso podria ser la existencia, dentro de las instituciones, de un modelo epistemologico
dominante (MED), que mediatiza y condiciona la tarea docente y provoca cierta
desarticulacion e incomprension en los estudiantes.

Investigaciones previas, publicadas por Bosch (2000), Gascon (1994) y Bolea (2003) entre
otros, han establecido el caracter prealgebraico de la matematica presente en la ensefianza
obligatoria, en la cual el MED resulta ser el de una aritmética generalizada.

La ausencia del algebra como instrumento modelizador dificulta el planteo y la discusion de
expresiones desde la perspectiva funcional y con ello la emergencia de problemas vinculados
a nuevos conocimientos matematicos.
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En el trabajo presentado en el IIl Congreso de la TAD, Ruiz, Bosch y Gascon (2011)
advierten sobre las consecuencias de la aritmetizacion escolar del &lgebra. Al respecto
sefialan:
“.el cardcter prealgebraico de las matematicas que se estudian en la
ensefianza obligatoria constituye uno de los factores esenciales de las
discontinuidades observadas en el sistema educativo....
...la ausencia del uso del instrumento algebraico dificulta enormemente el
desarrollo de la modelizacion algebraico-funcional lo que obstaculiza la
emergencia de las cuestiones problematicas que podrian dar sentido al
calculo diferencial.” (Ruiz, Bosch y Gascon, 2011. p.745)

Como docentes del Profesorado en Matematica de la UNLPam, preocupados por la ensefianza
del algebra, indagamos acerca del MED en nuestra institucion con el fin de hacerlo visible
como problema, debatiendo sobre la necesidad de contar con un nuevo paradigma que aporte
a superar las dificultades en la ensefianza y el aprendizaje. Partiendo de este debate hemos
elaborado un modelo acerca de lo que creemos es una manera de llevar adelante el proceso de
algebrizacion con nuestros alumnos.

MARCO TEORICO

Dentro de la investigacion en didactica de la matematica, el Programa Epistemoldgico se
caracteriza por integrar “lo pedagodgico” y “lo matematico” y analizar las actividades
matematicas que se desarrollan en las distintas instituciones de ensefianza como medio para
estudiar e interpretar el funcionamiento del sistema didéctico. Este programa, segin Gascon
(2002), aborda el problema de la Educacién Matematica desde el analisis de las préacticas
matematicas que se llevan a cabo en las diferentes instituciones (no sélo docentes).

En el ambito del enfoque epistemoldgico en didactica de la matematica podemos considerar
diferentes teorias, una de ellas es la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) (Chevallard,
Bosch y Gascdn, 1997). Dicha teoria postula que en las instituciones nunca pueden estudiarse
problemas aislados, y centra la atencion en las soluciones obtenidas y su aplicacion a otros
problemas, cada vez mas complejos que originardn nuevas organizaciones matematicas. En
esta Teoria el modelo de la actividad matematica institucional, esta centrado en la nocién de
“Organizacion Matematica”. Dicha organizacién matematica comprende un saber matematico
modelizado por medio de organizaciones didacticas para su ensefianza. Toda Organizacion
Matematica esta compuesta por cuatro clases de elementos fundamentales:

- Cierto numero de tareas o problemas matematicos considerados en una institucién dada.

- Un conjunto de técnicas que permiten realizar las tareas, es decir una manera sistematica
de resolver las cuestiones propuestas.

- Una tecnologia que describe las técnicas utilizadas y justifica su pertinencia para resolver
las tareas en las que se aplica. Dicha tecnologia integra los conceptos, permite relacionar
distintas técnicas y producir otras nuevas.

- Una teoria, como segundo nivel justificador, que permite fundamentar las descripciones y
justificaciones tecnoldgicas. La teoria justifica las tecnologias, tal como éstas justifican las
técnicas.

Este sistema formado por los cuatro elementos conforma una organizacion matematica que
consideramos la unidad minima de andlisis de la actividad matematica.

El caso particular del algebra escolar ha sido motivo de investigaciones desde el enfoque de la
TAD, algunas de ellas han abordado, cuestiones referidas al proceso de algebrizacion de
organizaciones matematicas en la Escuela Secundaria. Particularmente, se ha caracterizado el
modelo dominante en dicha institucion escolar como una “aritmética generalizada” que se
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distingue de su interpretacion como instrumento de modelizacion (Bolea, 2003). Desde este
punto de vista, al dejar de pensar en el algebra como una prolongacion de las préacticas
aritméticas, es posible investigar la emergencia de un modelo mas general.

En el marco de nuestra investigacion, adoptamos como modelo epistemolégico de referencia
(MER), el propuesto en el trabajo de Ruiz, Bosch y Gascén (2011), mencionado
anteriormente, en el cual se amplia el modelo epistemolégico del algebra para articularlo con
la modelizacién algebraica con parametros.

Se asume entonces, el algebra, como instrumento de modelizacion y se espera que un
estudiante sobre todo en el profesorado, alcance lo que dicho trabajo denomina un tercer nivel
de algebrizacion. Este nivel se caracteriza por una Organizacion Matemética (OM) con una
fuerte generalizacion de las ecuaciones, en las cuales no se limita el nimero de variables y no
hay distincion entre pardametros e incognitas. Es en este nivel donde se considera que culmina
el proceso de algebrizacion elemental.

Siguiendo el trabajo de Ruiz et al., consideramos como “problema aritmético” a aquel que
puede resolverse mediante una simple cadena de operaciones a partir de los datos del
problema. Las técnicas mas usuales en la resolucion de este tipo de problemas se manifiestan
en discursos verbales, que también pueden escribirse como una cadena estructurada y consiste
en lo que se denomina Programa de Calculo Aritmético (PCA).

Para alcanzar el tercer nivel mencionado anteriormente, se plantean tres etapas en el proceso
de algebrizacién que describiremos brevemente.

La primera etapa se caracteriza por la necesidad de considerar un PCA como un todo, pasar de
una formulacion retérica a una escrita y manipularlo globalmente. Surgen nuevas técnicas,
sobre todo de simplificacion, para resolver los nuevos problemas.

La segunda etapa se identifica con la necesidad de igualar dos PCA que tengan los mismos
argumentos numéricos. Aparecen nuevas técnicas como las de cancelacion, que tienen como
objetivo obtener ecuaciones equivalentes y no sélo PCA equivalentes como pasaba en la
primera etapa.

Finalmente, la tercera etapa se identifica con el momento de generalizar fuertemente el
calculo ecuacional puesto que se hace necesario no limitar el nimero de variables y no hacer
ninguna distincién entre incognitas y parametros. El tipo de situaciones que provoca tal
ampliacidn se relaciona con la variacion simultanea de dos o mas variables y como impacta en
la variacién del PCA.

UN RECORRIDO POSIBLE...

Con el fin de caracterizar lo que a nuestro criterio deberian ser tareas para alcanzar el nivel de
algebrizacion requerido en la formacion de Profesores de Matematica, supongamos que los
alumnos poseen el instrumento algebraico y partamos de un problema aritmético para poder
ejemplificar los distintos tipos de actividad matematica que aparecen en las sucesivas etapas
del proceso de algebrizacion. Trabajaremos con lo que podriamos denominar “Sistema de los
sistemas de ecuaciones”. En este sistema, que llamaremos SE, se pueden plantear
inicialmente problemas resolubles mediante la ejecucion de un PCA en forma retorica y el
patrén analisis — sintesis.

El primer problema que sugerimos es:

Po: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones por el método que creas
conveniente, escribiendo claramente el conjunto solucion:
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X—y+z=0
2x+3y+2z=5 (1)
X+4y+22=6

Efectivamente, para la resolucién de este tipo de problemas no es necesario disponer de una
traduccion simbolica del procedimiento, alcanza con poder resolver las operaciones que
implica la reducciéon de la matriz ampliada por operaciones elementales sobre las filas,
llegando a que el sistema admite la solucion Unica x=0;y=1; z=1.

Sin embargo, si comenzamos a plantear algunas cuestiones de naturaleza tecnoldgica,
relativas a por que se obtiene el resultado que se obtiene, qué condiciones se requieren para
que tenga solucion, cudl es el dominio de validez de las técnicas utilizadas, entre otras,
podemos avanzar en el proceso de algebrizacion. Para ello, nos vemos en la necesidad de
ampliar el sistema inicial utilizando modelizaciones progresivas las cuales proponemos a
continuacion.

Identificamos el primer nivel de algebrizacion con aquellas tareas en las que es necesario
considerar el PCA como un todo, traducir su formulacion retdrica a una escrita y manipularlo
globalmente.

A continuacion proponemos una tarea en la cual, una pequefia modificacion a los datos del
problema Py da lugar a un nuevo tipo de tareas que hace necesario explicitar el proceso de
resolucion:

P1: Encontrar condiciones sobre los parametros a, b y ¢ para que el sistema sea
compatible
X—y+z=a
2X+3y+2z=b (2)
X+4y+cz=3c

Puesto gque en este nuevo sistema se incluyen pardmetros, y ademas no se pide un resultado
numeérico sino una relacion, resulta evidente que estamos ante un problema situado ya en un
primer grado de algebrizacion. Surge aqui la necesidad de utilizar nuevas técnicas que
permitan realizar operaciones algebraicas utilizando simbolos en lugar de constantes reales
(elementos tecnoldgicos). Después de resolver el sistema se obtienen las siguientes relaciones:

c-1#0va-b+3c=0 (3)

para que el sistema sea compatible.

En esta primera etapa estan aquellos problemas cuya resolucion requiere la resolucion de una
ecuacion, como una subclase del tipo de problemas P;. Un ejemplo de este tipo de problemas
es el que sigue:

P’;: Si sabemos que ¢ = 2, Dar al menos 3 pares de valores a 'y b para que el
sistema sea compatible determinado y tres para que sea compatible
indeterminado.

En este problema, podria indagarse acerca del campo de validez de la técnica utilizada, puesto
que se puede analizar la posibilidad de considerar sistemas lineales “rectangulares”, sistemas
no lineales, etc. Esta actividad pondria de manifiesto la utilizacion de un discurso tecnoldgico
que justificaria la resolucion del problema y sustentaria la técnica en el contexto del mismo.
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El paso al segundo nivel de algebrizacion se identifica con la necesidad de igualar dos PCA
que contengan los mismos argumentos no numericos. Para ello, proponemos problemas como

el siguiente:

P,: Los siguientes sistemas tienen el mismo conjunto solucion. ¢Qué relacion existe entre a, b

yc?

X—-y+z=a
2X+3y+2z=Db 4
X+4y+2=3C

5x+y—-z=Db
5x+6y+9z=15 (5)
9X+5y+72=>5¢C

Puesto que en los problemas anteriores se trabajan estas relaciones, se supone que los
estudiantes, economizando tiempo y esfuerzo, podran recuperar las reducciones de las
matrices ampliadas, introduciendo los cambios necesarios.

Siguiendo la categorizacion de Ruiz Munzén, el problema que se presenta a
continuacion corresponde a un subconjunto particular de los problemas que identifican
el segundo grado de algebrizacion:

P, : Los siguientes sistemas tienen el mismo conjunto solucion. Si el valor de a
es 4, ¢ Que podemos decir de los valores de by c?

X—-y+z=a
2x+3y+2z=D (6)
X+4y+2=3C

5x+y—z=b
5x+6y+9z=15 (7)
5X+5y+7z=5¢C

La mencionada autora sefiala como un riesgo el describir la razén de ser del algebra
con la resolucion de problemas de este tipo, puesto que se limita a la resolucion de
ecuaciones, dando un valor concreto a una o0 mas variables.

El tercer nivel de algebrizacion estaria dado por tareas donde se requiere una fuerte
generalizacion, sin hacer la distincion de parametros ni incognitas y la posibilidad de
estudiar la variacion de algunas variables en conjunto a partir de la variacion de otras.
Para alcanzar este nivel de algebrizacion, proponemos problemas como el siguiente:

P3: ¢Se puede determinar la compatibilidad de un sistema de ecuaciones en
funcion de sus coeficientes y sus términos independientes?

Para lograr que los alumnos establezcan conjeturas, podriamos comenzar el analisis
formal de los sistemas cuadrados, lo cual desembocaria en la nocion de determinante y
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la condicion de que este debe ser distinto de O para garantizar compatibilidad.
Ejemplificamos una tarea de este tipo para un sistema de 2x2.

Dado el sistema:

{allx"‘alzy =b, ®)

Ay X+ayy =D,

Luego de analizar los casos triviales de alguno de los coeficientes nulos, podriamos
suponer el caso mas general de los a;; =0 y proceder por ejemplo de este modo:

Si multiplicamos la primera ecuacion por a,, y la segunda por a;, y las
restamos, obtenemos el sistema equivalente:

©9)

{ ayqa X+ 8 Y =03,
(a11a22 - a12a21)x =ayh —a;,b,

Que tiene solucion si y solo si el término contenido entre paréntesis es distinto de cero.
De alli podriamos institucionalizar la idea de determinante y la condicion ya citada.
Para sistemas rectangulares se podria trabajar de manera analoga, tratando de llegar a
la condicion de independencia lineal de las columnas o de rango como condiciones de
compatibilidad.

En la secuencia que se ha iniciado con el problema P, hasta su desarrollo que ha
finalizado en el problema P3; se ha llevado a cabo la ejemplificacion de un proceso
completo de modelizacion algebraica que permite dar informacion acerca de la
estructura misma del tipo de problemas que emergen del sistema considerado.

CONSIDERACIONES FINALES

La secuencia que acabamos de proponer deberia organizar el disefio de diferentes propuestas
para llevar a cabo la génesis del algebra lineal en los primeros afios de la universidad,
particularmente en la formacion de profesores. Tenemos la firme creencia de que el MED de
nuestra institucion, donde teoria y practica corren por carriles aparentemente paralelos para
los estudiantes, no favorece que los mismos logren el nivel de algebrizacion adecuado para su
futura practica profesional. Si bien el paso por los dos primeros afios en la universidad les
permite, en general, superar el modelo del dlgebra como aritmética generalizada, no es visible
que logren el tercer nivel de algebrizacion, asociado al modelo del algebra como instrumento
de modelizacién algebraico-funcional puesto que en las tareas que se les encomiendan estan
lejos de poder analizar la dependencia entre diferentes variables, ni siquiera mediante el uso
de preguntas orientadoras. A partir de indagaciones realizadas en trabajos anteriores
(Scarimbolo & Ferreyra, 2008; Parodi et al., 2009, Lorenzo et al., 2012), se observa que los
estudiantes no lograron esa fuerte generalizacién del célculo ecuacional a la que se refiere
Munzon. Esto los priva del manejo de tareas que se requieren para estudiar funciones aisladas,
esto es, para explorar acerca de las relaciones internas entre los elementos de una misma
funcién y para analizar su comportamiento global. De manera que no logran apropiarse de
técnicas que les permitan abordar las tareas planteadas y, como consecuencia, no alcanzan a
desarrollar tecnologias y/o teoria pertinente para este nivel.
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Consideramos que la herramienta que hemos descrito debiera facilitar el estudio del algebra
como instrumento de modelizacion en los primeros afios del nivel superior, particularmente en
el desarrollo del algebra lineal. Se preve realizar experimentaciones con estudiantes para
evaluar la eficacia de nuestro disefio y el tipo de tareas propuestas en el proceso de
aprendizaje, con el fin de ampliar la vision sobre el algebra y articular con algunas otras
organizaciones matematicas que aparecen en el plan de estudios de Profesorado en
Matematica.

REFERENCIAS

Bolea, P. (2003). El proceso de algebrizacion de organizaciones matematicas
escolares, Monografias del seminario matematico. Prensa Universitarias de Zaragoza:
Departamento de Matematica Aplicada, Universidad de Zaragoza.

Bosch, M. (2000). Un punto de vista antropoldgico: la evolucion de los “instrumentos
de representacion” en la actividad matematica”. IV Simposio SEIEM. Huelva, Espafia.
Chevallard, Y., Bosch, M., & Gascon, J. (1997). Estudiar matemaéticas. El eslabon
perdido entre la ensefianza y el aprendizaje, Barcelona: ICE-Horsori

Gascoén, J. (1994): Un nouveau modéle de l'algébre élémentaire comme alternative a
I'arithmétique généralisée, Petit x, 37, 43-63.

Lorenzo, M.; Ferreyra, N. & Parodi, C. (2012). “Analisis del grado de algebrizacién en
una tarea de Algebra Lineal de la UNLPam”, Memorias de la IV REPEM, pp 152 —
159, EAUNLPam.

Parodi, C.; Rechimont, E.; Ferryra, N.; Castro, N. & Scarimbolo, D. (2009). “El
trabajo algebraico de los ingresantes”. Comunicacion XXXII Reunién de Educacion
Matemética, Universidad Nacional de Mar del Plata. Resumen en
http://www.mdp.edu.ar/exactas/uma2009/pdf/sesiones/Sesion4.pdf.

Ruiz-Munzoén, N., Bosch, M. & Gascoén, J. (2011). “Un modelo epistemologico de
referencia del algebra como instrumento de modelizacion”, Actas Il CITAD: Un
Panorama de la TAD, pp 743-765, Centre de Recerca Matematica, Campus de
Bellaterra, Barcelona.

Scarimbolo, M. & Ferreyra, N. (2008). “El modelo de la proporcionalidad en
ingresantes al nivel universitario”, Memorias de la IIl REPEM, pp 152 — 159,
EJUNLPam.

286


http://www.mdp.edu.ar/exactas/uma2009/pdf/sesiones/Sesion4.pdf

