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RESUMEN

En esta comunicacion se presenta un trabajo sobre conjuntos bien ordenados realizado en el
marco de una adscripcion como ayudante alumna en la Asignatura Analisis Matematico 11l
del Profesorado en Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas de la UNNE. EI mismo,
ademas de ser un tema de interés para la adscripta, tiene en cuenta aportes e interrogantes de
los alumnos de la Asignatura.

En el desarrollo del trabajo se van definiendo gradualmente nuevos conjuntos con distintas
caracteristicas que obligan a replantear las justificaciones realizadas para determinar si los
conjuntos anteriores estaban o no bien ordenados.

El analisis realizado aporta herramientas para organizar la ensefianza de este concepto
destacando el hecho de que el buen orden de conjuntos de determinada complejidad se apoya
en el buen orden de los nimeros naturales. Un trabajo con los alumnos donde se resalte que
el buen orden de un conjunto toma una propiedad de M diferente a la que se tiene en cuenta

para determinar si un conjunto es 0 no numerable ayudaria a que los alumnos tomen ain mas
conciencia de la importancia de M como conjunto numérico.

DESARROLLO

Este trabajo se enmarca en una adscripcion como ayudante alumno de Julieta Lucia
Zaninovich en la Asignatura Analisis Matematico Ill del Profesorado y Licenciatura en
Matematica de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura de la Universidad
Nacional del Nordeste. El trabajo final de la misma consistié en el estudio de dos temas
presentes en el programa de la asignatura: conjuntos bien ordenados y continuidad uniforme.
En esta comunicacion nos abocaremos a presentar partes del trabajo realizado sobre conjuntos
bien ordenados.

Consideramos que las tareas del adscripto pueden ser mejor aprovechadas por todos los
integrantes de la asignatura (adscriptos, alumnos y docentes) y, si bien hay trabajos que
profundizan la problematica del adscripto en la Universidad, enfocan las tareas de los
adscriptos como las de un profesor que todavia no ha dejado de ser alumno. Las
investigaciones que conocemos al respecto, se centran en como el adscripto puede ser un
mejor nexo entre los alumnos y el conocimiento, o bien entre el profesor y los alumnos; como
asi también, se ocupan de estudiar las actividades que pueden contribuir en el desempefio vy el
aprendizaje del adscripto (SOLBERG, V vy otros, 2008). Pero, en particular, no esta muy
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estudiado el rol que juega el trabajo presentado en el informe final de adscripcion tanto en la
formacion del adscripto, como su futura utilizacion en la asignatura.

En cuanto a la tematica de adscripcidn nos interesa resaltar que el trabajo presentado sobre
conjuntos bien ordenados se centro en el interés de la alumna adscripta y fue formulado a lo
largo del desarrollo de la asignatura, de la presentacion tedrica y de los cuestionamientos y
aportes de los alumnos de la misma.

Creemos que la ensefianza debe romper con el aplicacionismo que plantea Barquero y otros
(2007): ... no se plantean, por tanto, preguntas sobre la “comparacion” del grado de
adecuacion de dos o mas modelos de un mismo sistema, ni sobre la necesidad de modificar
progresivamente un modelo determinado para dar respuesta a las nuevas cuestiones
problematicas porque el sistema se supone construido de una vez por todas (no aparecen
cuestiones ‘“‘nuevas” no previstas de antemano)...”.

Es por esto que, para permitir la comprension del concepto, se decide elegir conjuntos que
posibiliten analizar en forma progresiva distintos aspectos del concepto en cuestion. Los
mismos se construyen a partir de interrogantes que surgen al analizar cada uno de los
conjuntos y pensar sobre: la insuficiencia de cada demostracion en nuevos conjuntos, las
caracteristicas que podrian tener los conjuntos bien ordenados, o bien distintas formas
equivalentes de definirlos. Es asi que cada uno de estos conjuntos va atrapando distintos
aspectos acerca del concepto conjuntos bien ordenados.

Bosch y Gascon (2009) afirman: “Ademas de las praxeologias matematicas a ensefiar, el
profesor debe activar muchos otros tipos de praxeologias para la ensefianza. Algunas son,
por supuesto, también matematicas: el equipamiento praxeoldgico matematico del profesor
no puede reducirse a aquello que debe ensefiar.” Un profesor debe poder realizar preguntas y
analizar el conocimiento mas alla de lo que va a ensefiar en las clases, debe poder hacer
matematica que le permita enriquecer el conocimiento a ensefiar. Creemos que las preguntas
planteadas en el desarrollo de este trabajo, son parte de las actividades matematicas que un
profesor tendria que hacer y, que un alumno del profesorado en matematica tendria que
aprender a realizarlas.

Conjuntos bien ordenados
En las primeras clases de la Asignatura Analisis Matematico Ill, luego de definir a los
nameros naturales como el menor subconjunto inductivo de R, y demostrar algunas

propiedades basicas de los numeros naturales, se enuncia el principio de buena ordenacién de
los nimeros naturales de la siguiente manera™:

Si A es un subconjunto de M y A no es el conjunto vacio entonces A tiene minimo

Observando que en el texto sélo se enuncia y se demuestra el principio de buena ordenacion
para el conjunto de los numeros naturales el docente responsable de la Asignatura propuso
analizar el buen orden de otros conjuntos planteando a la clase cuél seria la definicion de buen
orden para un conjunto cualquiera llegandose a que:

Sitodo B C A tiene minimo, B + 0 entonces A esti bien ordenado

1 En el desarrollo de la primera parte del programa se tiene en cuenta el texto de (Noriega, 1979) donde figura y
es demostrado el principio de buena ordenacion de N.
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A partir de esta definicion es posible preguntarse cual es la diferencia entre pedir que el
conjunto en cuestion tenga primer elemento y pedir que todo subconjunto de dicho conjunto
tenga primer elemento.

Con més razon alguien se puede hacer esta pregunta cuando los primeros, y muchas veces
unicos, conjuntos que se analizan son M y Z. Siendo M un conjunto que tiene minimo y esta

bien ordenado, que se diferencia de Z, un conjunto que no tiene minimo y no esta bien

ordenado. Se puede pensar que es suficiente que un conjunto tenga minimo para estar bien
ordenado sobre todo si son estos dos conjuntos los primeros en ser analizados.

Nos parece oportuno aclarar que no nos interesa criticar al autor del libro de texto por sélo
analizar que N es un conjunto bien ordenado (demuestra que N es un conjunto bien ordenado)
y no analizar otros, ya que, al presentar el principio de buena ordenacion esos conjuntos
todavia no estan definidos por ser N el primer subconjunto que se define. Si creemos que en
algin momento seria bueno analizar la buena ordenacién de otros conjuntos y que se puede
flexibilizar el rigor de la presentacion axiomatica para poder entender mejor de qué se esta
hablando.

Al estudiar distintos ejemplos, como ser E = [1; 5] se puede analizar mejor la diferencia entre

un conjunto que esta bien ordenado y un conjunto que tenga minimo, ya que 1 es minimo del
conjunto B, pero B no esta bien ordenado porque, por ejemplo, el conjunto (2;5] = B no

tiene minimo (por ser 2 la mayor de sus cotas inferiores, y no pertenecer al conjunto). De esta
manera se concluye que E no estd bien ordenado a pesar de tener minimo, porque existe un

subconjunto del mismo que no tiene minimo.

Con el ejemplo anterior, se ve como es posible demostrar que un conjunto no esta bien
ordenado, lo que en clase llevo a los alumnos a cuestionarse: “; Como probar que un conjunto
esta bien ordenado? Porque encontramos conjuntos que no estan y sélo vemos eso. Pero si
esta bien ordenado, ¢cdmo demostramos?”. A su vez nosotros nos preguntamos ¢Por qué
tanto interés en saber la demostracion? ;Se entiende mas un concepto al saber la
demostracion? ¢ Son mas creibles los conceptos cuando se los sabe demostrar? Siempre como
alumnos es imprescindible saber las demostraciones por el miedo a que pregunten y no saber
coémo hacer, pero también porque al ver siempre todo con demostraciones se cree que se
comprende mejor cuando se sabe demostrar algo. Pero la matematica se hace analizando, y
después vienen las demostraciones justamente, como su nombre lo indica, “para comprobar
que algo es asi”.

No es suficiente leer la definicion para comprender, en este caso es necesario analizar y hacer
preguntas con distintos conjuntos para entender de a poco lo que nos quiere decir una
definiciébn matematica, en este caso, la de conjuntos bien ordenados. Sin embargo, es bueno
conocer cémo se demuestra que un conjunto distinto de M esta bien ordenado y en el trabajo

de adscripcion se armaron y demostraron distintos ejemplos de conjuntos bien ordenados.

Un conjunto bien ordenado distinto de N
Se demostrara que el conjunto

n
A= {— /ne F‘J}

4
estd bien ordenado. La demostracion es una adaptacion de la demostracion que M es un
conjunto bien ordenado y se hace por induccién.

Demostracion:
!
Sea P(n) = Todo conjutno B € A que contiene a 2 tiene minimo
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Entonces P(1) = Todo conjutno B C A que contiene a % tiene minimo
. 1
Como por propiedad de N:1 =n,¥VnE N = - = E,‘v‘n N

Luego, por definicion de minimo, como % = E,‘v’n € My como i € B por hipotesis:
P(1) es verdadera

Hipotesis inductiva: P(n) = Todo conjutno B ¢ A / E € B,tiene minimo
n+l

Tesis inductiva; P(n + 1) = Todo conjutne B'c A/ "

E B' tiene mmimo
Demostracion de la tesis inductiva:

a) Si E € B: B tiene minimo, por hipdtesis inductiva.

b) Si E&' B, considero C = B'U {E}ﬂ C c A, por definicion

Como E € C, por hipotesis inductiva: C tiene minimo.

Llamando ¢ al minimo de C, por definicién de minimo: ¢ < b,¥h € C (I)

Se puede considerar entonces dos casos:

1) cEB'

Por definicion de minimo: ¢ < x,¥x € C.En particular,como B © C,serdc <x,VxE B
~ B tiene minimo

4
Como se cumple (I)v B C C,en particular:c <b,Wb €B’

n
) . M T
Ademas, como 1 &5 : 1 * b.Luego,Z = b

] r 1 ] r
Pera comao el conjunto C crece a razdn de S por estar incluido en A,

ntl
4

}rcamGEEC,bEB'CC:E+§£b:~ < h

, +1
Ademas, como HT EC A
n+l =n n+1

a * Z,pm" definicidn del conjunto C:T EB.

Luego,coma n‘}j < b,¥h E B'}r como HTH €B,

por hipdtesis inductiva % es minimo de B'

(1)

~de (I)y(I1):P(n+ 1)es verdadera,Vn € N

Luego, como todo subconjunto de A esta bien ordenado, entonces A esté bien ordenado.

El buen orden y la densidad de los conjuntos
Ya hemos visto un conjunto distinto de M que estd bien ordenado y hemos hecho su

demostracion. Sin embargo, la demostracion se baso en el principio de induccién completa,
sustentandose de alguna manera en M.Viendo esto nos podemos preguntar si habra otra

manera de construir un conjunto bien ordenado mas “alejada” de los nimeros naturales.
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Luego, se pensé que podria haber una relacion entre un conjunto discreto y un conjunto bien
ordenado. Siguiendo esta idea, se puede plantear que si los elementos de un conjunto acotado
inferiormente estan aislados, el conjunto esta bien ordenado. Es asi que se puede analizar si la
siguiente afirmacion es valida para un conjunto A acotado inferiormente:

Va € A: 3B, 5 /B,5 NA={a} = A estd bien ordenado
()

Es decir que seria equivalente pedir que un conjunto esté bien ordenado, a pedir que esté
acotado inferiormente y todos los puntos de su clausura sean aislados. (I11)

A continuacion, para ver si la equivalencia anterior es véalida, analizaremos un ejemplo donde
no se cumple (*) y veremos si el conjunto esta o no bien ordenado: Sea

A=EKREN1
1 1

Primero veremos si el conjunto cumple con (*)

. . 1 1 1
Por propiedad de las fracciones se sabe que: S < p.conn>1

1 1

1 — -
Tomando 0 < & < ey

— 1 1
Yeed [ x=;,nEB‘J: 33,:1J5}Cﬂﬂﬂ¢:5¢im,5e 124 ,"'B',:xj}nﬂ = {x}

~ se podria decir, segin la idea planteada, que A esta bien ordenado

Pero por el momento sélo se han analizado los puntos interiores, y en la clausura de un
conjunto se encuentran los puntos interiores y los puntos adherentes del conjunto, entonces
debemos ahora considerar los puntos adherentes.

Recordemos que un punto x es adherente si: ¥r > 0: B, , NA # 0

0 & A, entonces no es punto interior.Pero,; el 0 es adherente? ; el 0 € A?

Veamos que se puede tomar un elemento —
n

€ A muy pequeiio y muy proximo al 0 como uno quiera.

Por lo tanto, siempre que tome un—,por mas chico que sea éste, se podra encontrar un
n

r=——k = 0,de modo tal que la bola con centro en 0 v radio r no incluira a —.
n n
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De esta manera, se podria pensar que 3B,,, NA = 0, que contradice la definicion de
punto adherente.
Sin embargo, por la manera en que se formao el conjunto A, siempre habri un elemento

1
— EAentre 0 y — € A, cualquiera sea el n € N tomado.
n n

« ¥r > 0:By,, NA# 0. Luego el 0es adherente de 4, y por definicion de clausura de un
conjunto: 0 € A

Veamos ahora si 3B, 5,/Bgs NA = {0}, es decir, que vamos a ver si el 0 es un punto
aislado de A.

Pero, por lo analizado anteriormente, ¥r = 0 siempre habra un elemento i €4 enla By,

Esta es la razon por la cual, si bien ¥r > 0:B,,,NA=®, no se cumplira que
3B4,5/Bos NA = {0}, por lo cual el 0 no es un punto aislado de 4.

Luego, el conjunto A no cumple con (*) y, ademas el conjunto A no esté bien ordenado por no

tener minimo. Lo cual nos lleva a pensar que la condicion dada para caracterizar conjuntos
bien ordenados sigue siendo valida.

Un conjunto bien ordenado que no cumple con la condicion que creiamos necesaria
1
Sea B = {E—ZKHE N}

Creciente
B

A

\ 4

= P
P

Este conjunto tiene minimo:
Demostracion: Sea

nel, por propiedad de los nimeros naturalessn =1=1= ls1412141
(] n
=2-1 21 ~1escota inferior de B
(]

Por corolario del axioma del supremo: como B esta acotado interiormente y B = @, entonces
3i € R/ i = inf(B)

Como 1 es cota inferiorde B:1<i=>1=i V1 <i

Como 1eN,sin=1:2—>=2—-=1: 1B

Luego, como 1B v 1 es cota inferior de B: 1 es minimo de B

Veamos que 2 & B ya que si bien el conjunto se va acercando mucho a 2, lo hace
indefinidamente y nunca llega. Pero si tomo By, . con r = 0 muy pequefio, siempre habra un

. 1 . .
elemento del conjunto de la forma 2 — —,n € N incluido en ella.

Por lo tanto, B,y NB # ©y 2 € B, pero la interseccion no es sélo en el punto 2, es decir
que no se cumple que By, N B = {2}
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De esta manera, se encontré un ejemplo donde no se cumple (*) y se puede probar que es un
conjunto bien ordenado. La condicion de que todos los puntos de la clausura de un conjunto
sean aislados no es necesaria para que el mismo esté bien ordenado.

El crecimiento de una sucesion y el buen orden

¢Qué habria que cambiar en la idea anterior? ;Agregando otras condiciones podria seguir
siendo vélida?

Se podria pensar que: Si un conjunto tiene minimo, sus elementos se obtienen a partir de
una sucesion creciente y todos sus puntos interiores son aislados, entonces el conjunto
esta bien ordenado.

Veamos que en el ejemplo anterior B = {2 _if“ (S N} esta idea es vélida, ya que tal como
se demostro anteriormente, el conjutno tiene minimo, es “creciente” y sus puntos interiores
son aislados, y esté bien ordenado.

¢Seré valido siempre que el conjunto cumpla estas condiciones?

Demostracion:

Sea A4 un conjunto que cumpla las siguientes condiciones:

e Aescreciente
e a es minimo del conjunto 4, esdecirque: a € A/Vx € A:a < x
e Todos los puntos interiores de A son aislados. Es decir que:
six € A:3r > 0/B,, NA = {x}
Por hipoétesis A tiene minimo. Consideremos un conjunto B # @/ E — A. Veamos que

cualquiera sea el conjunto B, este tendrd minimo, de esta forma se demostrara que A esta bien

ordenado.
Consideremos los siguientes casos:
a) a€EB

Como @ es minimo de A: ¥x € A: a < x, En particular,como B Cc A:a < x,Vx €B

~ B tiene minimo

b) a@&B

Como B c A y por hipétesis, todos sus puntos interiores son aislados, es decir que
Vx € B: 3r > 0/B(,,, N B = {x}

Si tomaramos un punto b € B, como B se forma con una sucesion creciente, existira un tnico
punto b’ € B, que pertenece al conjunto y que es menor o igual que todos los elementos del

conjunto B. _
Whe B:b =< b, de este modo bes minimo de B

Luego, cualquier subconjunto de A distinto de vacio, tiene minimo. Por lo tanto, 4 es un
conjunto bien ordenado.

La estrecha relacidon con los niUmeros naturales

Como los ejemplos vistos son sucesiones, al analizarlos surge otra conjetura:

Si un conjunto A esta formado por los elementos de una sucesion creciente, dicho conjunto
esta bien ordenado.

. 1 . . .
El conjunto B = {2 —;an M} dado anteriormente cumple con la idea anterior por estar
formado con los elementos de una sucesidn creciente y se puede demostrar que esta bien
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ordenado basandose en lo siguiente: Dado que a B se lo puede pensar como el conjunto de
valores que toma una sucesion creciente, B tiene como minimo al primer elemento de la
sucesion asociada. Ademas, a cualquier subconjuto de E se le puede asociar una subsucesion
que, por propiedades de las mismas, seré creciente y tendrd como minimo al primer elemento
de la subsucesion.

Se puede generalizar la idea del ejemplo anterior definiendo conjunto creciente como todo
conjunto A que se pueda obtener a partir de una sucesion (a,, ),y Creciente.

Que el conjunto A sea creciente implica que a medida que se tomen elementos de M mayores,
sus imagenes también seran mayores entre si, y por ello los elementos de A4 seran cada vez
mas grandes a medida que n € M aumente.

Ademas, si se toma un subconjunto E < A4, de forma que este sea una subsucesion del
conjunto 4, también sera creciente. Entonces, como E es creciente y es una subsucesion,

siempre es posible encontrar un elemento menor a todos los demas. Esto es asi, porque
tomando el menor de los nimeros naturales que forman los elementos de la subsucesién E,

como la subsucesion es creciente, se puede encontrar el menor elemento del conjunto E, el

cual serd su minimo.
Es anélogo el caso en que el subconjunto € = A no sea una subsucesion y sea un conjunto

finito. Porque al ser A creciente, todos sus subconjuntos también lo seran. Entonces, como €
también esta formado a partir de los nimeros naturales por ser subconjunto de la sucesién A,
tomando el menor de los nimeros naturales que forman los elementos del conjunto €, y como
C es creciente, se puede encontrar el menor elemento del conjunto C, el cual sera su minimo.
Por lo tanto, cualquiera sea el subconjunto del conjunto creciente A, tendra minimo y esto
sucede porque al estar definido de esta manera, el conjunto A mantiene una propiedad basica
de M que es la de estar bien ordenado.

En el informe final de adscripcion se plantearon algunas preguntas que quedaron abiertas y
gue consideramos son interesantes continuar estudiando: ;habrd conjuntos que no estan
formados a partir de una sucesion creciente y que estan bien ordenados? ¢La unién de dos
conjuntos bien ordenados serd un conjunto bien ordenado? ¢Qué relacién existe entre buena
ordenacién y coordinabilidad con N?

Mas alla de que las preguntas planteadas pueden ser respondidas con teorias matematicas ya
elaboradas, nos parece importante sefialar que no es lo mismo abordar una teoria con
preguntas formuladas previamente que estudiar las teorias sin entender la razones de ser de las
mismas.

CONCLUSIONES

Se ha mostrado que el trabajo realizado en el contexto de una adscripcion tiene
particularidades como: tratar un tema de interés para la adscripta, es formulado a lo largo del
desarrollo de la asignatura y tiene en cuenta los aportes e interrogantes de los alumnos.

En el desarrollo del trabajo se mostrd que es posible planear una secuencia donde se van
definiendo conjuntos a partir de agregarle a los anteriores una nueva caracteristica que obliga
a replantear la justificaciones que se hicieron en los anteriores sobre si €s 0 no un conjunto
bien ordenado.

Pudimos mostrar cobmo a pesar de ser cada vez mas compleja la construccion de los distintos
conjuntos, por ejemplo bajo ciertas condiciones puede existir un punto no aislado en la
clausura del mismo, la demostracién de que es un conjunto bien ordenado termina basandose
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en el principio de buena ordenacion de ®. Una situacion analoga, pero mas estudiada en la

formacion de los alumnos del profesorado, se da al analizar cuando un conjunto es o0 no
coordinable con M. A diferencia de la coordinabilidad con M que busca atrapar que un

conjunto sea 0 no numerable a pesar de tener caracteristicas muy distintas como es el caso de
los numeros racionales, los conjuntos bien ordenados “heredan” de M la “buena ordenacion”,

buen orden que no lo tienen conjuntos como Z o @ pero que sin embargo lo tienen otros

conjuntos de relativa complejidad.
Consideramos que el andlisis realizado en el informe de adscripcién y presentado en esta
comunicacion da herramientas para comprender la importancia que tiene el hecho de que M

sea un conjunto bien ordenado, importancia que no se puede entender con solo demostrar que
M es un conjunto bien ordenado sin analizar otros ejemplos. El analisis de ejemplos como los

presentados permitiria que los alumnos entiendan lo que trae en forma implicita que un
conjunto esté bien ordenado y comprenderlo no quedaria a merced de lo que cada alumno
pueda entender en momentos mas avanzados de su formacion.
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